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Introduzione

Negli ultimi vent’anni si è assistito ad un progresso senza precedenti, in termini

di riduzione dei costi e delle dimensioni, nella realizzazione di dispositivi ottici

quantistici, di qualità e funzionalità sempre più ampie. Sono oggi prodotti su

scala industriale laser monocromatici ad alta stabilità, fotodiodi ad alta efficien-

za quantica, fibre ottiche monomodali a bassa attenuazione. A partire dalla fine

degli anni Ottanta, in particolare, l’introduzione delle fibre ottiche ha determina-

to un’accelerazione repentina delle prestazioni nel campo delle telecomunicazioni.

Grazie alla bassa attenuazione, alla elevata banda di trasmissione, all’ingombro

ridotto e all’assenza di problemi di interferenza, queste nuove tecnologie stan-

no soppiantando i tradizionali sistemi a cavo coassiale, ed è opinione comune

che rappresentino l’immediato futuro delle telecomunicazioni su brevi e lunghe

distanze.

Un elemento fondamentale per l’affermazione di queste nuove tecnologie è rap-

presentato dall’efficienza dell’amplificazione del segnale: la ricerca sta puntando

verso soluzioni a frequenze ottiche, in grado di trattare il segnale a livello omo-

geneo con quello impiegato per la trasmissione. L’amplificatore ottico è l’inno-

vazione che permette nei sistemi di comunicazione di eliminare gli elementi di

discontinuità costituiti dai dispositivi di conversione elettro-ottici dei segnali: es-

so porterà certamente un contributo sostanziale per rendere realtà il miraggio

di una rete di telecomunicazione completamente trasparente e priva di perdite,

aprendo anche la strada verso nuovi metodi di manipolazione diretta del segna-

le a frequenza ottica, con implicazioni interessanti per altri orizzonti applicativi

(sistemi di commutazione, calcolatori ottici).

Nelle reti di comunicazione il ruolo dell’amplificatore consiste essenzialmente nel

compensare perdite di diverso genere, in particolare perdite di linea, che attenua-

no il segnale durante la fase di trasmissione, perdite introdotte dalle derivazioni
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4 Introduzione

della linea allo scopo di portare il segnale a più utenti, nonchè perdite legate alle

inefficienze degli apparati di misura allo stadio di ricezione dei segnali. L’ampli-

ficatore deve essere progettato in modo da disturbare il meno possibile il segnale

trasmesso; la scelta del tipo di amplificazione più adatto dipende fortemente

dall’intera configurazione del canale di comunicazione, in particolare dal tipo di

codifica, di modulazione e di rivelazione dei segnali. Nel caso specifico delle fre-

quenze ottiche diventa rilevante la natura quantistica della radiazione, che allo

stato della tecnologia attuale rimane la maggiore fonte di disturbo nei sistemi di

comunicazione e in molte altre applicazioni ottico-quantistiche.

In questa tesi viene condotta un’analisi dell’amplificazione della radiazione elet-

tromagnetica al limite ideale di funzionamento in cui il rumore aggiunto dall’am-

plificatore sia di natura puramente quantistica e quindi intrinseco al processo di

amplificazione stesso. Non vengono prese in considerazione sorgenti di rumore

classiche legate alle apparecchiature sperimentali–e quindi in linea di principio

eliminabili– nè fluttuazioni di tipo termico introdotte dall’interazione del siste-

ma con l’ambiente esterno, che alle frequenze ottiche sono del tutto trascurabili

rispetto a quelle quantistiche.

In questo lavoro vengono evidenziati, a livello teorico e fondamentale, i limiti al

rumore aggiunto nel processo di amplificazione quantistica in regimi di funziona-

mento sia lineari sia altamente non lineari. Vengono individuate le condizioni in

cui l’inserimento di un amplificatore, scelto opportunamente in base alle caratteri-

stiche del canale di comunicazione considerato, può portare ad un miglioramento

delle prestazioni del canale stesso sia in termini di rapporto segnale-disturbo che

di informazione trasmessa. Viene inoltre presentato uno studio approfondito de-

gli effetti del rumore quantistico in presenza di meccanismi di saturazione della

popolazione atomica coinvolta nell’interazione con la radiazione incidente. Nel-

l’ambito di questa analisi viene proposto uno schema realistico di amplificatore

ottico che, in opportuni regimi di funzionamento, porta ad una sensibile riduzione

del rumore associato all’emissione spontanea presente nel dispositivo e si avvicina

al limite di funzionamento ideale dettato dalle leggi della meccanica quantistica,

superando ampiamente il limite standard quantistico degli usuali amplificatori

lineari. Viene anche analizzato il processo di duplicazione per stati numero della

radiazione. Tale processo ha risvolti di grande interesse nelle reti di comunica-

zione ottiche, in quanto rappresenta un “rubinetto ottico” privo di perdite, nelle

misure quantistiche non demolitive e nell’interferometria.

Questa tesi è articolata in cinque capitoli. Il primo capitolo ha carattere puramen-
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te introduttivo: vengono brevemente richiamate alcune nozioni di base nel campo

dell’ottica quantistica necessarie per permettere al lettore non particolarmente

esperto di comprendere i problemi trattati nella tesi.

Nel secondo capitolo, dopo l’esposizione dei concetti introduttivi al funzionamen-

to di un amplificatore ottico quantistico, viene esaminato in dettaglio il proces-

so di amplificazione lineare in meccanica quantistica, con particolare evidenza

alle ragioni che portano all’introduzione di una “porta” addizionale non previ-

sta nell’ambito della fisica classica, responsabile di “rumore aggiunto” di natura

puramente quantistica. Vengono inoltre analizzati dettagliatamente il processo

di attenuazione lineare e i principali tipi di amplificatore lineare–l’amplificatore

parametrico “phase insensitive”, l’amplificatore a mezzo attivo e l’amplificatore

“phase sensitive”– e viene discusso in particolare il limite quantico alla figu-

ra di rumore in regime lineare. Vengono infine analizzate le prestazioni degli

amplificatori lineari utilizzati come preamplificatori.

Il terzo capitolo è dedicato ad una estesa analisi dei processi di amplificazione

e duplicazione del numero di fotoni in processi parametrici trilineari totalmente

quantistici, con un confronto con le prestazioni degli amplificatori lineari. Questa

analisi è motivata dal fatto che i processi parametrici trilineari corrispondono a

dispositivi ottici realizzabili nella pratica, e nello stesso tempo rappresentano le

più immediate approssimazioni alle Hamiltoniane che descrivono amplificatori e

duplicatori ideali nel numero di fotoni.

Il quarto capitolo è dedicato allo studio del funzionamento di amplificatori ottici

saturabili in un approccio basato su equazioni di Fokker-Planck. Viene presen-

tato un metodo di simulazione Monte Carlo delle equazioni di Fokker-Planck in

ottica quantistica, sviluppato appositamente per studiare la dinamica completa

di sistemi ottici in presenza di effetti altamente non lineari quali quelli legati ai

meccanismi di saturazione della popolazione atomica coinvolta nell’interazione

con la radiazione incidente. Come accennato in precedenza, viene quindi propo-

sto uno schema di amplificazione basato su amplificatori a laser che, in virtù dei

meccanismi di saturazione, consente di ridurre sensibilmente le fluttuazioni del

segnale in uscita e di ottenere prestazioni di gran lunga superiori rispetto agli

amplificatori lineari. Si dimostra cos̀ı che il limite quantico alla figura di rumore

degli amplificatori “phase insensitive” lineari in rivelazione diretta può essere am-

piamente superato scegliendo in modo opportuno i parametri di funzionamento

dell’amplificatore in esame.

Nel quinto capitolo è presentata un’analisi dettagliata di canali di comunicazione
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quantistici non ottimizzati, in presenza cioè di perdite lungo la linea di trasmis-

sione e inefficienze allo stadio di rivelazione. L’analisi è volta soprattutto ad

individuare le condizioni in cui l’inserimento di un opportuno amplificatore otti-

co conduce ad un miglioramento delle prestazioni del canale stesso in termini di

figura di rumore e di quantità di informazione trasmessa.



Capitolo 1

Concetti introduttivi

In questo capitolo, di carattere puramente introduttivo, vengono brevemente ri-

chiamate alcune nozioni di base nel campo dell’ottica quantistica necessarie per

permettere al lettore non particolarmente esperto di comprendere i problemi trat-

tati nei capitoli successivi. In particolare, vengono richiamati i concetti di stati

coerenti e “squeezed” della radiazione elettromagnetica e le funzioni di Wigner.

Vengono inoltre descritti due tipi di rivelazione molto comuni nelle applicazioni:

la rivelazione omodina e la rivelazione eterodina. Questo capitolo non ha nessuna

pretesa di completezza: per maggiori e più dettagliate informazioni si rimanda

dunque a testi di carattere specialistico, tra cui [55] e [65].

1.1 Stati coerenti e stati “squeezed” della ra-

diazione

Gli stati coerenti sono stati originariamente introdotti da Glauber per descrivere

l’alto grado di coerenza della luce laser. La coerenza ottica massima corrisponde

alla fattorizzazione a tutti gli ordini delle funzioni di Green normalmente ordinate

del campo elettrico e si ottiene quando lo stato della radiazione è un autostato

della componente a frequenza positiva del campo. Il campo elettrico quantizzato

in descrizione di Heisenberg è dato dalla relazione

Ê(r, t) = Ê
(+)

(r, t) + Ê
(−)

(r, t) (1.1)
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8 Capitolo 1

dove le componenti a frequenza positiva Ê
(+)

(r, t) e negativa Ê(−)(r, t) assumono

la forma

Ê
(+)

(r, t) = i
∑

lσ

√

h̄ωl
2ε0v

elσalσe
i(kl·r−ωlt) (1.2)

Ê
(−)

(r, t) = −i
∑

lσ

√

h̄ωl
2ε0v

elσa
†
lσe

−i(kl·r−ωlt) . (1.3)

Nelle (1.3) e (1.3) elσ rappresenta il vettore di polarizzazione e gli operatori

bosonici alσ, che corrispondono ai modi del campo, rappresentano oscillatori

indipendenti ([alσ, a
†
l′σ′ ] = δll′δσσ′).

Per un singolo modo del campo corrispondente all’operatore di distruzione a, uno

stato coerente |α〉 soddisfa l’equazione agli autovalori

a|α〉 = α|α〉 , (1.4)

dove α è un numero complesso. Lo stato coerente |α〉 può essere ottenuto a

partire dallo stato di vuoto |0〉 come segue

|α〉 = D̂(α)|0〉 , (1.5)

dove l’operatore D̂(α) è definito

D̂(α) = exp
(

αa† − α∗a
)

. (1.6)

L’operatore D̂(α) è detto “di spostamento” perchè agisce sull’operatore a come

una traslazione

D̂†(α)aD̂(α) = a+ α . (1.7)

Si può verificare facilmente che gli stati coerenti sono stati a minima indetermi-

nazione per qualsiasi coppia di quadrature coniugate del campo, ovvero

〈∆a2
φ〉〈∆a2

φ+π/2〉 =
1

16
, (1.8)

dove per definizione la quadratura del campo a fase φ è data da

aφ =
1

2

(

ae−iφ + a†eiφ
)

. (1.9)

In particolare

〈∆a2
φ〉 =

1

4
, (1.10)
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cioè le fluttuazioni del campo sono isotrope (indipendenti dalla fase). L’espres-

sione (A.6) è valida anche per lo stato di vuoto, sebbene i valori medi delle qua-

drature siano nulli: anch’esso è quindi sede di fluttuazioni quantistiche. Gli stati

coerenti hanno dunque le stesse fluttuazioni del vuoto, mentre il valore medio è

traslato come segue

〈aφ〉 = αφ =
1

2

(

αeiφ + α∗e−iφ
)

. (1.11)

La decomposizione degli stati coerenti sulla base degli stati numero è data da

|α〉 = D̂(α)|0〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑

n=0

αn√
n!
|n〉 , (1.12)

e la distribuzione di probabilità nella rappresentazione numero è la distribuzione

di Poisson

p(n) ≡ |〈n|α〉|2 = e−|α|2 |α|2n
n!

. (1.13)

Per uno stato coerente il valor medio e la varianza del numero di fotoni assumono

lo stesso valore

〈α|n̂|α〉 = 〈α|∆n̂2|α〉 = |α|2 . (1.14)

Per caratterizzare la distribuzione di probabilità nel numero di fotoni di uno stato

si introduce la quantità

F =
〈∆n̂2〉
〈n̂〉 , (1.15)

detta fattore di Fano. Per la distribuzione di Poisson si ha F = 1, mentre vengono

generalmente detti “subpoissoniani” gli stati con F < 1 e “superpoissoniani”

quelli con F > 1.

Consideriamo ora il caso degli stati “squeezed”. Essi sono per definizione stati in

cui

〈∆a2
φ′〉 <

1

4
(1.16)

per almeno un valore φ′ della fase, cioè sono caratterizzati da fluttuazioni in

quadratura anisotrope in fase e inferiori a quelle coerenti per alcuni valori di fase

φ′. Nel corso di questa tesi verranno presi in considerazione soltanto i cosiddetti

“stati squeezed a due fotoni” [80]. Essi sono stati a minima indeterminazione (vale
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cioè la (A.5)) e si costruiscono traslando lo stato di vuoto “squeezed”, ovvero lo

stato con 〈a〉 = 0 (ma con valor medio di fotoni 〈n̂〉 > 0) e 〈∆a2
φ〉 = f(φ)

|α, ζ〉 = D̂(α)Ŝ(ζ)|0〉 . (1.17)

Nell’ eq. (A.13) Ŝ(ζ) indica l’operatore di squeezing

Ŝ(ζ) = exp
[
1

2

(

ζ(a†)2 − ζ∗a2
)]

. (1.18)

Tale operatore agisce sull’operatore di distruzione a nel modo seguente

Ŝ†(ζ)aŜ(ζ) = µa+ νa† , (1.19)

dove

µ = cosh ρ , ν = e2iψ sinh ρ , ζ = ρe2iψ . (1.20)

Per esempio, per ζ = r ∈ R, r ≥ 0 si ha

〈a〉 = α

〈∆a2
0〉 =

1

4
|µ+ ν|2 =

1

4
e2r

〈∆a2
π/2〉 =

1

4
|µ− ν|2 =

1

4
e−2r . (1.21)

Dalla (A.17) è evidente come le fluttuazioni in quadratura vengano ridotte per

una quadratura e amplificate per quella coniugata rispetto alle fluttuazioni di uno

stato coerente, mentre il prodotto rimane quello di indeterminazione minima.

Gli stati squeezed hanno un numero medio di fotoni maggiore dello stato coerente

da cui sono stati ottenuti. Tale numero medio è dato da

〈n̂〉 = |α|2 + |ν|2 . (1.22)

I fotoni |ν|2 in eccesso rispetto allo stato coerente corrispondente sono detti fotoni

di squeezing. Analogamente al caso delle fluttuazioni in quadratura, anche le

fluttuazioni del numero di fotoni risultano dipendenti dalla fase di ζ (detta anche

“direzione di squeezing”), infatti

〈∆n̂2〉 = 2|µν|2 + |µα + να∗|2 . (1.23)

La distribuzione di probabilità del numero dunque, diversamente da quella degli

stati coerenti, non è poissoniana.
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1.2 Funzioni di Wigner

Gli stati coerenti sono un insieme non ortogonale “over-completo” di stati, per i

quali vale la relazione

∫

C

d2α

π
|α〉〈α| = 1̂ . (1.24)

Una conseguenza interessante di questa proprietà è che qualsiasi operatore può

essere rappresentato in modo completo dagli elementi di matrice diagonali tra

stati coerenti. La funzione seguente genera infatti tutti gli elementi di matrice

dell’operatore considerato nella rappresentazione numero

f(Ô) ≡ 〈α|Ô|α〉 exp |α|2 =
∞∑

n,m=0

α∗mαn√
m!n!

〈m|Ô|n〉 , (1.25)

nel senso che gli elementi di matrice nella rappresentazione numero sono dati da

〈m|Ô|n〉 =
1√
m!n!

∂

∂α∗m

∂

∂αn
f(Ô) |α=α∗=0 . (1.26)

Un’altra conseguenza dell’over-completezza degli stati coerenti è la possibilità di

poter realizzare rappresentazioni coerenti della matrice densità non equivalenti tra

loro. Ad esempio, per un generico stato quantistico della radiazione la matrice

densità può essere scritta come decomposizione sugli stati coerenti nel modo

seguente

ρ̂ =
∫

d2αP (α, α∗)|α〉〈α| , (1.27)

dove P (α, α∗) è detta funzione di Glauber-Sudarshan o semplicemente funzione

P e
∫

d2αP (α, α∗) = 1 . (1.28)

La funzione P non è in generale definita positiva, ma è una quasi-probabilità.

Per stati coerenti è una funzione delta di Dirac, mentre per stati numero è una

sovrapposizione di derivate della funzione delta. Gli stati che hanno una rap-

presentazione P singolare, come ad esempio gli stati numero, sono comunemente

chiamati non classici.

La funzione di Husimi (o funzione Q), definita come segue

Q(α, α∗) = 〈α|ρ̂|α〉 (1.29)
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è invece definita positiva ed è anch’essa normalizzata

∫ d2α

π
Q(α, α∗) = 1 . (1.30)

Essa rappresenta pertanto una vera distribuzione di probabilità. Non può co-

munque essere interpretata come probabilità che il sistema si trovi nello stato

coerente |α〉, perchè gli stati coerenti non sono ortogonali.

Le funzioni P e Q sono generatrici dei momenti ordinati in modo normale e

anti-normale rispettivamente, ovvero

Tr
(

ρ̂a†nam
)

=
∫

P (α, α∗)α∗nαmd2α , (1.31)

Tr
(

ρ̂ama†n
)

=
∫

Q(α, α∗)α∗nαm
d2α

π
. (1.32)

Si possono definire più in generale delle quasi-probabilità (funzioni di Wigner)

nel modo seguente

Ws(α, α
∗) =

∫

Xs(λ, λ
∗) exp (αλ∗ − α∗λ)

d2λ

π
, (1.33)

trasformate di Fourier della funzione caratteristica

Xs(λ, λ
∗) = Tr

[

ρ̂ exp
(

λa† − λ∗a
)]

exp
(

1

2
s|λ|2

)

. (1.34)

La (A.29) è funzione generatrice dei momenti s-ordinati

Tr
[

ρ̂
{

a†nam
}

s

]

=
∂n

∂λn
∂m

∂(−λ∗)m
∣
∣
∣
∣
∣
λ=0

Xs(λ, λ
∗)

=
∫

Ws(α, α
∗)α∗nαm

d2α

π
. (1.35)

Le funzioni P e Q si ottengono come casi particolari della (A.28), infatti

W1(α, α
∗) = πP (α, α∗) , W−1(α, α

∗) = Q(α, α∗) . (1.36)

Il caso relativo ad s = 0 corrisponde invece alla funzione generatrice dei pro-

dotti simmetrizzati. In tal caso la distribuzione di probabilità W0(α, α
∗) è de-

finita positiva soltanto per stati coerenti e squeezed e assume in tal caso forma

gaussiana.

Per passare da un’equazione operatoriale di evoluzione per la matrice densità

(master equation) a un’equazione di evoluzione per le distribuzioni di probabilità
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Ws(α, α
∗) è sufficiente tener presente le seguenti relazioni

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ
=

[
1

2
(s− 1)λ∗ + a†

]

Ds(λ, λ
∗) , (1.37)

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ∗
=

[
1

2
(s+ 1)λ− a

]

Ds(λ, λ
∗) , (1.38)

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ
= Ds(λ, λ

∗)
[
1

2
(s+ 1)λ+ a†

]

, (1.39)

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ∗
= Ds(λ, λ

∗)
[
1

2
(s− 1)λ− a

]

, (1.40)

dove

Ds(λ, λ
∗) ≡ exp

(

λa† − λ∗a+
1

2
s|λ|2

)

. (1.41)

Sfruttando queste relazioni e tenendo presenti le definizioni (A.28) e (A.29), si

ottengono facilmente le regole di moltiplicazione date in Tab. 5.1 del capitolo 5,

che come vedremo sono fondamentali per passare da una master equation per la

matrice densità a un’equazione di Fokker-Planck per una funzione di Wigner.

1.3 Rivelazione omodina

-

6

-

6

a

b (LO)

c

d

Î1 ∝ c†c

Î2 ∝ d†d

ÎD = Î1 − Î2

Figura 1.1: Schema di un rivelatore omodina.
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Un rivelatore omodina, mostrato in figura A.1, misura una quadratura del campo.

Esso è costituito essenzialmente da un beam splitter bilanciato (con trasmissività

pari a 1/2), descritto dettagliatamente nel paragrafo 2.3, e due fotorivelatori. I

due modi incidenti all’ingresso del beam splitter sono il modo di segnale a e un

oscillatore locale intenso b alla stessa frequenza del modo a, che può essere trat-

tato classicamente. Allo stadio finale viene misurata la differenza tra le correnti

elettriche rivelate dai due fotocontatori, ovvero

ÎD = c†c− d†d . (1.42)

Utilizzando le relazioni di trasformazione dei campi per un beam splitter, date

nei paragrafi 2.2 e 2.3, la corrente differenza ID assume la forma

ÎD = a†b + b†a . (1.43)

Tenendo presente che l’oscillatore locale si trova in uno stato coerente |z〉 molto

eccitato il valor medio è dato da

〈ÎD〉 = z〈a†〉 + z∗〈a〉 , (1.44)

dove z = |z|eiφ e φ rappresenta lo sfasamento rispetto al modo a. Si può calcolare

la corrente ridotta

î = lim
|z|→∞

(2|z|)−1ÎD , (1.45)

il cui valore medio e le corrispondenti fluttuazioni sono dati da

〈̂i〉 =
1

2
〈a†e−iφ + aeiφ〉 ≡ 〈aφ〉 (1.46)

〈∆î2〉 = 〈∆a2
φ〉 + O(|z|−2) . (1.47)

Misurando tale corrente si misura allora la quadratura del campo.

1.4 Rivelazione eterodina

Lo schema di un rivelatore eterodina è mostrato in figura A.2 e misura l’am-

piezza complessa del campo incidente ÊS attraverso la misura di due quadrature

coniugate [89]. Il campo in ingresso ÊIN ha un segnale alla frequenza ωS, mentre
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-

6

-
6

-

-

ÊS

ÊLO

ÊOUT

cos(ωIF t)

sin(ωIF t)

ŷc

ŷs

Figura 1.2: Schema di un rivelatore eterodina.

l’oscillatore locale funziona a una frequenza diversa ω0. La corrente in uscita è

data dal prodotto normalmente ordinato dei campi [55] ed assume la forma

ÎOUT (t) = Ê
(−)

OUT (t)Ê
(+)

OUT (t) , (1.48)

dove Ê
(+)

e Ê
(−)

rappresentano le componenti del campo elettrico a frequenza

positiva e negativa rispettivamente. Il fotocontatore in uscita misura la corrente

alla frequenza ωIF = ωS − ω0, data da

ÎOUT (ωIF ) =
∫ ∞

−∞
dωÊ

(−)

OUT (ω + ωIF ) · Ê(+)

OUT (ω) . (1.49)

Il campo all’uscita del beam splitter è dato dalla relazione

Ê
(+)

OUT = η1/2Ê
(+)

S + (1 − η)1/2Ê
(+)

LO , (1.50)

e le componenti dei campi che contribuiscono nel calcolo della (A.43) sono

Ê
(+)

S (t) ∝ ase
i(ω0+ωIF )t + aie

i(ω0−ωIF )t (1.51)

Ê
(+)

LO (t) ∝ ble
iω0t + bie

i(ω0−ωIF )t + bse
i(ω0+ωIF )t , (1.52)

dove gli indici s, i, l indicano rispettivamente le componenti del campo alla fre-

quenza di segnale (ωS), alla frequenza “immagine” (ω0 − ωIF ) e alla frequenza

dell’oscillatore locale (ω0). Tenendo presente che bl si trova in uno stato coerente

|z〉 molto eccitato e che 〈ai〉 = 〈bi〉 = 〈bs〉 = 0, si calcola la corrente ridotta

î = lim
η→1,|z|→∞,γ=cost.

γ−1ÎOUT (ωIF ) (1.53)
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con

γ = η1/2(1 − η)1/2|z| . (1.54)

Le componenti “seno” e “coseno” di tale corrente sono date da

îc = Rêi =
∫ ∞

−∞
dt̂i(t) cosωt =

1

2

(

î+ î†
)

(1.55)

îs = Imî = −
∫ ∞

−∞
dt̂i(t) sinωt =

1

2i

(

î− î†
)

(1.56)

e assumono la forma

〈̂ic〉 =
1

2
〈a†se−iφ + ase

iφ〉 ≡ 〈asφ〉 (1.57)

〈̂is〉 =
1

2i
〈a†se−iφ − ase

iφ〉 ≡ 〈asφ+π/2〉 (1.58)

〈∆î2c〉 = 〈∆a2
sφ〉 + 〈∆a2

iφ〉 (1.59)

〈∆î2s〉 = 〈∆a2
sφ+π/2〉 + 〈∆a2

iφ+π/2〉 . (1.60)

Il rivelatore eterodina misura perciò due quadrature coniugate del campo simul-

taneamente o, equivalentemente, misura l’ampiezza complessa del campo.



Capitolo 2

Amplificatori lineari

In questo capitolo vengono esposti i concetti introduttivi al funzionamento di un

amplificatore ottico quantistico, in particolare i concetti di guadagno e di figura

di rumore, che verranno largamente richiamati nel corso di questo lavoro di tesi.

Viene poi analizzato in modo dettagliato il processo di amplificazione lineare in

meccanica quantistica e si evidenzia in particolare la necessità di introdurre una

porta addizionale (in genere non utilizzata) nella descrizione dell’amplificatore

quantistico, non prevista nell’ambito della fisica classica. L’introduzione di que-

sta porta addizionale è responsabile di “rumore aggiunto” di natura puramente

quantistica e quindi ineliminabile nelle applicazioni pratiche.

Vengono analizzati il processo di attenuazione lineare e i principali tipi di ampli-

ficatore lineare: l’amplificatore parametrico “phase insensitive”, l’amplificatore

a mezzo attivo e l’amplificatore “phase sensitive”. Viene ricavato e discusso in

particolare il limite quantico alla figura di rumore in regime lineare. In con-

clusione del capitolo vengono analizzate le prestazioni degli amplificatori lineari

utilizzati come preamplificatori e si mostra in particolare come la scelta del tipo

di amplificatore più adatto dipenda dal tipo di rivelazione considerato.

2.1 Guadagno e figura di rumore

I parametri più significativi che descrivono il funzionamento di un amplificatore

ottico sono il guadagno e la figura di rumore.

Il guadagno è per definizione il rapporto tra il segnale in uscita e quello in ingresso,

17
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ovvero

G =
Sout
Sin

. (2.1)

Per segnale si intende il valor medio di un’osservabile prefissata Ô rispetto a uno

stato di riferimento. Per definire il segnale è necessario dunque stabilire prima il

tipo di modulazione che si intende utilizzare. Per modulazione on-off ad esempio

il riferimento è rappresentato dallo stato di vuoto e il segnale è dunque dato da

S = 〈Ô〉on − 〈Ô〉off , (2.2)

dove 〈Ô〉on e 〈Ô〉off rappresentano i valori di aspettazione di Ô nei rispettivi

stati di ingresso. Nel calcolo del segnale all’uscita dell’amplificatore è quindi

di fondamentale importanza valutare correttamente il valore di aspettazione che

l’osservabile in esame assume all’uscita del dispositivo in assenza di segnale all’in-

gresso, cioè l’evoluzione dello stato di vuoto nel processo di amplificazione (tale

evoluzione in generale è non nulla).

La figura di rumore è definita come segue

R =
(S2/N )in
(S2/N )out

(2.3)

e quantifica la degradazione del rapporto segnale-disturbo SNR ≡ S2/N nel

processo di amplificazione. N rappresenta appunto il rumore e viene definito in

base al tipo di modulazione considerata. Per modulazione on-off, essendo lo stato

in presenza di segnale e il vuoto a priori equiprobabili, il rumore assume la forma

N =
1

2

(

〈∆Ô2〉on + 〈∆Ô2〉off
)

, (2.4)

dove 〈∆Ô2〉 ≡ 〈Ô2〉 − 〈Ô〉2 indica le fluttuazioni quantistiche dell’osservabile

considerata. In questo lavoro di tesi viene analizzato soltanto il rumore di natu-

ra puramente quantistica della radiazione: non vengono prese in considerazione

sorgenti di rumore classiche legate alle apparecchiature sperimentali–e quindi in

linea di principio eliminabili– nè fluttuazioni di tipo termico introdotte dall’in-

terazione del sistema con l’ambiente esterno, che alle frequenze ottiche sono del

tutto trascurabili rispetto a quelle quantistiche. In questo lavoro di tesi inoltre,

se non altrimenti specificato, verrà considerato sempre il caso di modulazione

on-off. Nel capitolo 5 il concetto di figura di rumore verrà generalizzato al caso

di alfabeto di dimensione arbitraria con modulazione qualsiasi.
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Il segnale e la figura di rumore dipendono in generale, oltre che dallo stato in

ingresso, dal tipo di osservabile considerata e quindi dal tipo di rivelazione ef-

fettuata sulla radiazione all’uscita dell’amplificatore. Gli schemi di rivelazione

ordinariamente utilizzati nelle reti di comunicazione ottiche sono:

i) rivelazione diretta (rivelazione del numero di fotoni),

ii) rivelazione omodina (rivelazione di una quadratura del campo, descritta nel

paragrafo A.3),

iii) rivelazione eterodina (rivelazione di due quadrature coniugate, dalle quali si

risale al valore dell’ampiezza complessa del campo, descritta nel paragrafo

A.4).

Nelle condizioni ottimali di funzionamento l’amplificatore produce il guadagno

desiderato con la minore figura di rumore possibile. La figura di rumore minima

raggiungibile da un qualsiasi dispositivo è unitaria: se cos̀ı non fosse si avrebbe

infatti un aumento dell’informazione trasmessa lungo il canale considerato. Un

amplificatore ideale è dunque caratterizzato da un guadagno indipendente dal

segnale in ingresso e da figura di rumore unitaria. Nel capitolo 5 verrà dimostra-

to che figure di rumore minori dell’unità sono possibili soltanto in presenza di

rivelatori inefficienti.

In questo lavoro di tesi è stata condotta un’analisi a banda stretta e indipendente

dalla polarizzazione del campo. Sono stati cioè considerati soltanto campi inci-

denti monomodali, descritti quantisticamente dall’operatore di creazione a alla

frequenza considerata.

2.2 Amplificatori lineari: descrizione generale

Un amplificatore lineare rispetto ad un’osservabile prefissata è per definizione un

dispositivo in cui il guadagno è indipendente dal segnale di ingresso, o equivalen-

temente il valore di aspettazione dell’osservabile sullo stato di uscita è legato a

quello relativo allo stato di ingresso da una relazione di tipo lineare.

Classicamente un amplificatore lineare di campo ideale è descritto, indipenden-

temente dal particolare meccanismo di amplificazione in atto, dalla seguente

relazione tra i valori medi

〈A〉 = G1/2〈a〉, (2.5)
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con guadagnoG > 1 e senza aggiunta di rumore. Il guadagno G in realtà compare

come radice quadrata nella (2.5) perchè in genere viene definito rispetto alla

potenza (proporzionale a 〈a†a〉) e non all’ampiezza del campo. Nell’eq. (2.5)

a e A rappresentano i modi del campo all’ingresso e all’uscita dell’amplificatore

rispettivamente.

La relazione (2.5) non ha però un analogo quantistico immediato. Essa non può

infatti essere tradotta quantisticamente nella forma

A = G1/2a (2.6)

perchè in questo modo si violerebbero le regole di commutazione bosoniche dei

campi

[A,A†] = [a, a†] = 1 . (2.7)

Per soddisfare la condizione di linearità (2.5) e le regole di commutazione è

necessario introdurre un ulteriore operatore b, detto anche modo “idler”, tale

che

[b, b†] = 1 , (2.8)

[a, b] = [a, b†] = 0 . (2.9)

Come vedremo più in dettaglio nei prossimi paragrafi l’introduzione di questo

secondo modo, necessario per una descrizione quantistica di un amplificatore

ottico, è responsabile di un inevitabile rumore additivo intrinseco al processo di

amplificazione.

Le relazioni di trasformazione lineare più generali che legano il campo in uscita

A ai due campi in ingresso a e b sono del tipo

A = ma + nb (2.10)

oppure

A = µa+ νb† , (2.11)

con coefficienti m,n, µ, ν in generale complessi. La condizione [A,A†] = 1 implica

i seguenti vincoli sui coefficienti

|m|2 + |n|2 = 1 , (2.12)
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|µ|2 − |ν|2 = 1 , (2.13)

quindi |m|2 ≤ 1 e |µ|2 ≥ 1. La trasformazione (2.10) descrive allora un processo

di attenuazione (o perdita), mentre la trasformazione (2.11) si riferisce a un vero e

proprio processo di amplificazione (con guadagno maggiore di 1). Per semplicità

d’ora in avanti ci limiteremo a considerare i coefficienti m,n, µ, ν reali, senza

per questo perdere in generalità. Eventuali fattori di fase possono infatti essere

direttamente inclusi nella definizione dei campi secondo le trasformazioni

a→ eiφ
′

a , b→ eiφ
′′

b , (2.14)

che fisicamente corrispondono soltanto a cambiare la lunghezza del cammino ot-

tico dell’onda incidente prima che entri nell’amplificatore e che conservano le

relazioni di commutazione bosoniche. In letteratura in genere vengono indicati

con η il coefficiente di attenuazione e con G il guadagno in intensità nei casi di

perdita e di amplificazione rispettivamente e le relazioni (2.10) e (2.11) assumono

la forma

A = η1/2a+ (1 − η)1/2b , (2.15)

A = G1/2a + (G− 1)1/2b† . (2.16)

Come conseguenza dell’unitarietà e della linearità del processo di amplificazione

(e attenuazione), l’inversione delle relazioni (2.15) e (2.16) richiede l’introduzio-

ne di un ulteriore campo bosonico in uscita B che commuti con A e che sia

combinazione lineare di a e b (o b†). Imponendo allora le condizioni

[B,B†] = 1 , (2.17)

[A,B] = [A,B†] = 0 (2.18)

e considerando combinazioni lineari con coefficienti reali, si ottiene

B = −(1 − η)1/2a + η1/2b , (2.19)

oppure

B = (G− 1)1/2a† +G1/2b . (2.20)
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Le relazioni inverse sono date da:

a = η1/2A− (1 − η)1/2B (2.21)

b = (1 − η)1/2A + η1/2B (2.22)

nel caso della perdita e

a = G1/2A− (G− 1)1/2B† (2.23)

b = −(G− 1)1/2A† +G1/2B (2.24)

nel caso di amplificazione. Si noti che le trasformazioni inverse non corrispondono

alle equazioni di evoluzioni relative al guadagno inverso.

A causa dell’introduzione del modo b, privo di analogo classico, l’amplificatore

quantistico viene rappresentato schematicamente come un dispositivo a quattro

porte, a differenza della descrizione classica a due porte (Fig. 2.1).

- -〈a〉 〈A〉

-

-

-

-

b

a

B

A

Figura 2.1: Schema dell’amplificatore lineare classico (in alto) e quantistico (in basso).

Essendo le trasformazioni (2.10), (2.12), (2.11) e (2.13) unitarie, si possono

scrivere in forma matriciale



A

B



 = Û †




a

b



 Û , (2.25)

dove l’operatore U è dato da

Û = exp

[

arctan

√

1 − η

η

(

a†b− ab†
)
]

(2.26)
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nel caso di attenuazione e

Û = exp



arctanh

√

G− 1

G

(

a†b† − ab
)



 (2.27)

nel caso di amplificazione.

2.3 Attenuatore lineare

Come è stato visto nel paragrafo precedente, il processo di attenuazione lineare

è descritto dalle trasformazioni dei campi (2.15) e (2.19). Esso corrisponde fisi-

camente a qualsiasi tipo di perdita lineare (dispersione) legata alla propagazione

di un segnale in una linea di trasmissione, come ad esempio una fibra ottica,

e può essere originata da svariati fenomeni fisici (quali ad esempio fenomeni di

assorbimento, di scattering, di diffrazione), che influenzano il segnale fino allo

stadio di rivelazione. Le stesse trasformazioni descrivono anche il funzionamento

del “beam splitter”, o divisore di potenza ottico, realizzabile fisicamente con un

semplice specchio semitrasparente di trasmissività η, rappresentato schematica-

mente in Fig. 2.2. In questa configurazione la seconda porta in ingresso non

- -

6

6
a

b

B

A

Figura 2.2: Schema dell’attenuatore lineare quantistico

viene utilizzata e quindi il modo b si trova nello stato di vuoto. Lo schema 2.2 e

i risultati esposti in questo paragrafo sono quindi validi sia per un beam splitter

sia per un generico processo di attenuazione lineare.

Sfruttando la (2.26) si può calcolare facilmente l’evoluzione di uno stato in in-

gresso del tipo |n〉|0〉, cioè con uno stato numero con n fotoni nel modo a e il
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vuoto nel modo b:

Û |n〉|0〉 =
n∑

p=0




n

p





1/2

[−(1 − η)1/2]pη(n−p)/2|n− p〉|p〉 . (2.28)

A partire da questa relazione si può ottenere la probabilità di trovare k fotoni nel

modo A dato un generico stato in ingresso ρ̂⊗ |0〉〈0|

Pk = Tr
(

Û(ρ̂⊗ |0〉〈0|)Û †|k〉〈k| ⊗ 1̂
)

=
∞∑

n=k

ρnn




n

k



 (1 − η)n−kηk , (2.29)

che corrisponde a una diffusione di Bernoulli dei fotoni tra le due porte di uscita.

Tale probabilità coincide con quella di un fotocontatore con efficienza quantica η

[55]. Un fotocontatore reale può quindi essere schematizzato con un beam splitter

di trasmissività η seguito da un rivelatore ideale con efficienza quantica unita-

ria. Questo risultato verrà ampiamente utilizzato nel capitolo 5 per analizzare

le prestazioni di un canale di comunicazione quantistico in presenza di rivelatori

inefficienti.

Consideriamo ora il caso di rivelazione diretta nella configurazione con il modo b

nello stato di vuoto e vediamo come il segnale viene degradato durante il processo

di attenuazione. Il segnale in uscita è dato da

〈n̂A〉 ≡ 〈A†A〉 = η〈n̂a〉 , (2.30)

viene cioè attenuato di un fattore η. Le fluttuazioni del segnale in uscita assumono

la forma

〈∆n̂2
A〉 = η2〈∆n̂2

a〉 + η(1 − η)〈n̂a〉 , (2.31)

sono cioè caratterizzate da un primo termine che scala esattamente le fluttuazioni

in ingresso secondo il fattore η2 e da un secondo termine di rumore, proveniente

dall’interazione del segnale in ingresso con il modo idler e comunemente detto

rumore aggiunto, perchè in assenza di questo la figura di rumore sarebbe ideale

(unitaria). Come si vede chiaramente da questo esempio, il rumore aggiunto

è privo di analogo classico: è una peculiarità del mondo quantistico originata

dall’introduzione della seconda porta b non utilizzata in ingresso. Tale rumore è

quindi di natura intrinseca al sistema e non può essere eliminato in alcun modo

nelle applicazioni pratiche.
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La figura di rumore è data da

R ≡ SNRna

SNRnA

= 1 +
1 − η

ηFa
, (2.32)

dove Fa ≡ 〈∆n̂2
a〉/〈n̂a〉 è il fattore di Fano del segnale in ingresso. Come si osserva

dalla (2.32), la figura di rumore non è mai ideale, tende al limite ideale soltanto

nel caso di segnali fortemente super-poissoniani (con fattore di Fano � 1), cioè

molto disturbati in partenza e quindi di scarso interesse pratico. Per un beam

splitter bilanciato (η = 1/2) e per segnali coerenti in ingresso (Fa = 1), R = 2

(corrispondente a 3 decibel).

Il fattore di Fano in uscita assume la forma

FA = Faη

(

1 +
1 − η

Faη

)

. (2.33)

Consideriamo ora il caso di rivelazione omodina. Assumendo che il modo b sia nel-

lo stato di vuoto “squeezed”, il segnale in uscita (rappresentato dalla componente

in quadratura Aφ) è dato da

〈Aφ〉2 = η〈aφ〉2 , (2.34)

cioè anche in questo caso è perfettamente attenuato secondo un fattore η, e le

fluttuazioni assumono la forma

〈∆A2
φ〉 = η〈∆a2

φ〉 + (1 − η)〈∆b2φ〉 . (2.35)

Anche in questo caso le fluttuazioni non scalano esattamente con η, ma c’è un

termine additivo di rumore originato dalle fluttuazioni del modo b. Come si

può osservare dalla (2.35), se il modo b è in uno stato di vuoto “squeezed”, in

condizioni opportune anche il campo in uscita può risultare “squeezed”.

La figura di rumore in rivelazione omodina assume la forma

SNRaφ

SNRAφ

= 1 + 2
1 − η

η

〈∆b2φ〉
〈∆a2

φ〉 + 1/4
. (2.36)

Il termine 1/4 a denominatore deriva dal fatto che in modulazione on-off il ru-

more viene calcolato come media delle fluttuazioni del segnale e dello stato di

vuoto, come espresso dalla relazione (2.4). Anche in in questo caso la figura di

rumore non è mai ideale, ma può essere migliorata usando un vuoto “squeezed”

opportuno, in modo da ridurre le fluttuazioni del modo b nella quadratura con-

siderata. Il grado di squeezing comunque non può essere diminuito a piacere. I
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fotoni di squeezing in b infatti, anche se non alterano il valore di aspettazione

della quadratura in uscita, aumentano le fluttuazioni nella quadratura coniugata

a fase φ+ π
2

e possono saturare la potenza massima tollerata nei canali di uscita.

Si noti che il meccanismo di attenuazione lineare tende a degradare le caratteri-

stiche puramente quantistiche della radiazione rendendola classica. Come si vede

infatti dalle relazioni (2.33) e (2.35), quando b è nello stato di vuoto, per un

qualsiasi stato in ingresso si ottiene

FA → 1 , 〈∆A2
φ〉 → 1/4 (2.37)

per η → 0, caratteristiche di uno stato coerente.

Dal punto di vista applicativo, il beam splitter è il più semplice dispositivo che

permette la condivisione di un segnale e si presta pertanto ad essere utilizzato

come “rubinetto ottico” nelle reti di comunicazione, in cui i segnali trasmessi

devono in generale essere condivisi da più utenti. Ad ogni derivazione di utente

però l’informazione deve essere rilevata senza attenuare eccessivamente il segnale

lasciato a disposizione degli utenti successivi e limitando il più possibile l’introdu-

zione di rumore lungo la rete. A questo scopo, come vedremo nel paragrafo 2.7,

è utile anteporre in serie al beam splitter un preamplificatore, opportunamente

scelto a seconda del tipo di rivelazione effettuata in uscita e tale da amplificare

il segnale e ridurre allo stesso tempo le figure di rumore (2.32) e (2.36).

2.4 Amplificatore parametrico phase insensitive

L’amplificatore lineare “phase insensitive” (PIA) è descritto dalle trasformazioni

dei campi (2.16) e (2.20). In rivelazione omodina il segnale in uscita è dato da

〈Aφ〉2 = G〈aφ〉2 , (2.38)

cioè le quadrature del campo vengono amplificate con un guadagno indipendente

dalla fase (da qui il nome “phase insensitive”). Considerando il caso generale

in cui il modo b è nello stato di vuoto “squeezed”, le fluttuazioni corrispondenti

assumono la forma

〈∆A2
φ〉 = G〈∆a2

φ〉 + (G− 1)〈∆b2φ〉 . (2.39)

Come si può osservare, per guadagni sufficientemente elevati l’amplificatore li-

neare phase insensitive degrada qualsiasi grado di squeezing del segnale entrante.
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In particolare, il valore limite del guadagno al di sopra del quale lo stato in uscita

possiede fluttuazioni in quadratura maggiori di quelle coerenti è dato da

Gl =
1/4 + 〈∆b2φ〉

〈∆a2
φ〉 + 〈∆b2φ〉

. (2.40)

Sfruttando l’equazione (2.39) si ottiene la figura di rumore

R = 1 + 2
G− 1

G

〈∆b2φ〉
〈∆a2

φ〉 + 1/4
. (2.41)

Analogamente al caso dell’attenuatore, le fluttuazioni del modo idler b introdu-

cono del rumore additivo privo di analogo classico, che comporta inevitabilmente

una degradazione del rapporto segnale-disturbo all’interno del dispositivo. An-

che in questo caso la figura di rumore può essere migliorata aumentando oppor-

tunamente il grado di “squeezing” del modo idler e valgono a questo proposito

considerazioni analoghe a quelle del paragrafo precedente.

Per quanto riguarda il caso di rivelazione diretta, il numero medio di fotoni in

uscita è dato da

〈nA〉 = G〈na〉 + (G− 1)〈nb + 1〉 . (2.42)

Oltre al segnale di entrata amplificato, nel numero medio in uscita compare un

contributo costante, indipendente dal segnale in ingresso e non nullo anche nel

caso di idler vuoto. Questo termine dà luogo a un valor medio del numero di fotoni

in uscita non nullo anche se nell’amplificatore non viene immesso alcun segnale

ed è chiamato quindi “amplificazione spontanea parametrica”. L’amplificazione

spontanea parametrica è pertanto un fenomeno tipicamente quantistico, legato

all’introduzione del modo idler nella descrizione dell’amplificatore lineare. Le

fluttuazioni nel numero di fotoni in uscita sono date dalla seguente espressione

〈∆n2
A〉 = G〈na〉

︸ ︷︷ ︸

(1)

+ (G− 1)〈nb + 1〉
︸ ︷︷ ︸

(2)

+ 2G(G− 1)〈na〉〈nb + 1〉
︸ ︷︷ ︸

(3)

(2.43)

+ (G− 1)2〈2nb + 1〉
︸ ︷︷ ︸

(4)

+G2〈na〉(Fa − 1)
︸ ︷︷ ︸

(5)

+ (G− 1)2〈nb〉(Fb − 1)
︸ ︷︷ ︸

(6)

+t.n.d. ,

dove t.n.d. indica la presenza di termini non diagonali nella rappresentazione

numero, del tipo 〈a2〉〈b2〉. A parte questi termini di coerenza, il rumore in uscita

è somma di sei contributi, qualitativamente diversi, dovuti a:

1) fluttuazioni quantistiche generate dal segnale di ingresso amplificato;
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2) fluttuazioni quantistiche generate dall’emissione spontanea parametrica am-

plificata (APSE);

3) interferenza quantistica tra il segnale di ingresso amplificato e APSE;

4) interferenza dell’APSE con se stessa;

5) fluttuazioni in eccesso (rispetto a un segnale poissoniano, cioè con fattore di

Fano unitario) del segnale in ingresso;

6) fluttuazioni in eccesso del modo idler.

Nelle condizioni di miglior funzionamento dell’amplificatore, cioè con il modo idler

vuoto, guadagni elevati (G � 1) e segnali in ingresso molto intensi (〈na〉 � 1),

la figura di rumore diventa

R ' 1 +
G− 1

GFa
. (2.44)

In realtà nel limite di guadagni elevati la (2.44) si riduce a

R ' 1 +
1

Fa
, (2.45)

ma la forma (2.44) consente un collegamento utile con il caso dell’attenuatore.

Sostituendo infatti al guadagno G il coefficiente di attenuazione η, l’espressione

(2.44) è analoga al caso dell’attenuatore. Valgono dunque le stesse considerazioni

del paragrafo precedente, riguardanti in particolare la possibilità di ottenere figure

di rumore molto vicine al valore unitario ideale soltanto per stati fortemente

super-poissoniani. Per stati coerenti (o in generale poissoniani) in ingresso si

ottiene R = 3dB, che rappresenta il valore minimo alla figura di rumore chiamato

usualmente “limite quantistico dell’amplificatore lineare”. Tale valore minimo,

di natura strettamente quantistica, è dovuto in particolare al termine 3), ovvero

all’interferenza tra le fluttuazioni del segnale di ingresso e quelle del modo idler.

Il fattore di Fano in uscita assume la forma

FA = FaG
(

1 +
G− 1

GFa

)

. (2.46)

Come si può osservare dalla (2.16), i valori medi di a e a2 scalano in modo

esatto con G1/2 e G rispettivamente. Il PIA è pertanto un amplificatore ideale

in rivelazione eterodina. Il caso di rivelazione eterodina richiede però un’analisi

più approfondita in quanto viene rivelata un’osservabile a valori complessi e verrà

studiato in modo appropriato nel capitolo 5.

Si noti che i risultati sin qui mostrati in questo paragrafo, e in particolare il limi-

te quantistico dell’amplificatore, sono stati ricavati in base alle sole condizioni di



2.4 Amplificatore parametrico phase insensitive 29

linearità e di unitarietà delle equazioni di evoluzione dei campi; sono quindi indi-

pendenti dai dettagli e dalle modalità del particolare processo di amplificazione

considerato.

Vediamo ora come si può realizzare praticamente un amplificatore phase insensi-

tive. Abbiamo visto nel paragrafo 2.2 che l’operatore di evoluzione dei campi è

dato dall’espressione (2.27). Essendo tale trasformazione unitaria e indipendente

dal tempo, possiamo interpretarla come operatore di evoluzione Hamiltoniano

nello schema di interazione. La Hamiltoniana di interazione in questo schema è

quindi data dall’argomento dell’esponenziale della (2.27), ovvero

HI = ik(a†b† − ab) . (2.47)

La costante di accoppiamento k è legata al guadagno e al tempo di interazione

τ (o equivalentemente alla lunghezza del dispositivo L = vτ , dove v è la velocità

della luce nel materiale di cui è costituito il dispositivo stesso) dalla relazione [82]

G = cosh2(τk) . (2.48)

Si noti che tale Hamiltoniana, in una trattazione completamente quantistica, vio-

lerebbe il principio di conservazione dell’energia, in quanto descrive la creazione

simultanea di un fotone nel modo a e di un fotone nel modo b. È necessario allo-

ra introdurre, come si vedrà nel seguito, un modo di pompa classico che fornisca

l’energia necessaria al processo di amplificazione. Considerando l’Hamiltoniana

di evoluzione libera dei campi a e b

H0 = ωaa
†a + ωbb

†b , (2.49)

l’Hamiltoniana di interazione nello schema di Schrödinger diventa esplicitamente

dipendente dal tempo e assume la forma

ĤI = k
(

a†b†e−i(ωt+φ) + abei(ωt+φ)
)

, (2.50)

dove ω = ωa + ωb. Il termine oscillante è compensato da un terzo modo della

radiazione c posto in uno stato coerente molto eccitato (un modo di pompa

classico appunto) a frequenza ω. Supponendo che il modo di pompa c rimanga

costante in intensità per tutta la durata dell’interazione con i modi a e b, si può

sostituire l’operatore c con il corrispondente autovalore

c→
√

Ice
i(ωt+φ) , (2.51)
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dove Ic rappresenta l’intensità della radiazione classica. L’Hamiltoniana (2.50)

deriva allora dall’interazione di tre modi

ĤI = κ
(

a†b†c+ abc†
)

, (2.52)

dove le costanti di accoppiamento k e κ sono legate dalla relazione k =
√
Icκ.

L’amplificatore phase insensitive è dunque in pratica un dispositivo a sei porte:

come mostrato in Fig. 2.3 è realizzabile con due porte quantistiche e una classica

sia all’ingresso che all’uscita.

- -

- -

�

�

b

a A

B
PIA

c (classico)

Figura 2.3: Schema di un amplificatore phase insensive

L’Hamiltoniana (2.52) si può ottenere sfruttando processi ottici non lineari, in

particolare utilizzando materiali con suscettività non lineare del second’ordine

χ(2) (detti anche miscelatori a tre onde). Infatti l’interazione tra un mezzo di

questo tipo e il campo elettrico ~E è descritta dall’Hamiltoniana

HI = −~P · ~E , (2.53)

dove in geometria unidimensionale la polarizzazione P assume la forma

P = χE + χ(2)E2 . (2.54)

La Hamiltoniana (2.53) tradotta quantisticamente contiene tutte le combinazioni

trilineari dei campi a, b e c e hermitiani coniugati. Trascurando i termini del tipo

abc, ab†c, ecc., che sono fuori risonanza e quindi fortemente oscillanti (approssi-

mazione d’onda rotante), si ottiene proprio l’Hamiltoniana (2.52) con κ = χ(2).

Materiali ad alta suscettività χ(2) si possono ottenere usando cristalli KTP (ad

esempio il fosfato di potassio e titanile KTiOPO4) o strutture a quantum well

del tipo GaAs/GaAlAs.
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Un altro modo per realizzare amplificatori phase insensitive è quello di utilizzare

materiali con suscettività non lineare del terzo ordine χ(3) (detti anche miscelatori

a quattro onde), caratterizzati dall’Hamiltoniana di interazione

ĤI = κ
(

a†b†cd+ abc†d†
)

. (2.55)

Nel caso in cui i modi c e d sono degeneri, tale Hamiltoniana assume la forma

ĤI = κ
(

a†b†c2 + ab(c†)2
)

(2.56)

e si riduce all’Hamiltoniana dell’amplificatore phase insensitive (2.52) se si consi-

dera il modo c come pompa classica a frequenza ωc = (ωa+ωb)/2. L’uso di mate-

riali con suscettività del terzo ordine può essere più conveniente nelle applicazioni

pratiche perchè il contributo al second’ordine della suscettività χ(2) è sempre zero

nel caso di simmetria cubica e quindi materiali con elevata suscettività χ(3) sono

più comunemente disponibili.

Concludiamo questo paragrafo con una precisazione: l’amplificatore phase insen-

sitive appena descritto è detto anche parametrico. Il termine parametrico indica

quei processi in cui sono coinvolte soltanto eccitazioni non risonanti fra livelli

energetici del mezzo, mentre i processi che comportano transizioni in risonanza

con le frequenze caratteristiche del mezzo considerato sono detti non parametrici

[7]. Per quanto riguarda i processi parametrici l’Hamiltoniana effettiva di intera-

zione è descritta da operatori bosonici, come appunto nel caso dell’amplificatore

phase insensitive in esame. I processi non parametrici invece coinvolgono anche

gradi di libertà fermionici, per descrivere ad esempio i livelli di eccitazione ato-

mici. Esempi di processi non parametrici sono la transizione laser, lo scattering

Raman stimolato e gli amplificatori a fibra attiva, che vedremo più in dettaglio

nel prossimo paragrafo.

2.5 Amplificatore a mezzo attivo

Analizziamo in questo paragrafo gli amplificatori a mezzo attivo, in particolare

l’amplificatore a fibra attiva. Questo tipo di amplificatore è di grande interes-

se nelle reti di telecomunicazione ottiche perchè permette di sostenere il segnale

che si propaga lungo la fibra senza dover convertire il segnale ottico in corrente

elettrica, come succede invece negli amplificatori elettronici tradizionali. Un am-

plificatore a fibra attiva è costituito essenzialmente da un pezzo di fibra ottica
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(realizzato con vetri silicati o del tipo ZBLAN), il cui nucleo contiene un drogante

attivo, usualmente costituito da ioni di terre rare [3]. Attraverso un’opportuna

procedura di pompaggio si realizza un’inversione di popolazione tra i livelli elet-

tronici degli ioni droganti con frequenza di transizione pari alla frequenza del

segnale trasmesso. Quando la radiazione attraversa la fibra drogata viene cos̀ı

amplificata per effetto dell’emissione stimolata negli ioni droganti.

Una trattazione completa dell’amplificatore a mezzo attivo—ed in particolare

dell’amplificatore a fibra ottica drogata—non può prescindere dal dettaglio del-

l’interazione fra i vari modi quantizzati di pompa e di segnale con i livelli atomici

coinvolti (almeno tre) dello ione attivo drogante. Un’analisi accurata dovrebbe

anche tener conto di fenomeni di saturazione nell’amplificazione del segnale, non-

chè dei meccanismi di svuotamento e perdita che coinvolgono il modo di pompa

stesso. Per semplificare la trattazione prendiamo in considerazione solamente

i due livelli ionici coinvolti nell’amplificazione del segnale, mentre il processo di

pompaggio è tenuto in conto unicamente imponendo un’inversione di popolazione

costante lungo la fibra. Inoltre, come nei casi precedenti, trattiamo solo il caso

monomodale, in una semplice analisi a banda molto stretta nella quale si intende

che i fotoni coinvolti nell’interazione con gli ioni attivi siano tutti quelli presenti

nella banda di transizione fra i due livelli.

Anche questo tipo di amplificatore è phase insensitive, cioè amplifica il campo

indipendentemente dalla fase (v. capitolo 5).

Il modello più semplice, mostrato in Fig. 2.4, è basato su un’equazione di bilancio

energetico—detta ‘rate equation’—per i fotoni interagenti con un insieme di atomi

a due livelli e descrive il processo di amplificazione in regime lineare (valido per

segnali deboli in ingresso).

?
g

ν
e

Figura 2.4: Schema di amplificatore a mezzo attivo a due livelli

Assumendo un sistema di riferimento cartesiano con asse z coincidente con la

direzione di propagazione del segnale e indicando con Pn(z) la probabilità di

trovare n fotoni alla frequenza di transizione ν tra i due livelli e alla sezione z
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della fibra, la ‘rate equation’ si scrive come segue [57]

∂zPn(z) = σaNg(n+ 1)Pn+1(z) + σeNenPn−1(z)

−σaNgnPn(z) − σeNe(n + 1)Pn(z) , (2.57)

dove σe e σa indicano le sezioni d’urto di emissione e assorbimento, e Ne e Ng la

densità di popolazione dei livelli eccitato e fondamentale.

In questo semplice modello di “rate equation” è possibile soltanto un’analisi in

rivelazione diretta. Dalla (2.57) si possono calcolare facilmente i momenti della

distribuzione del numero di fotoni. Per il valor medio e il secondo momento si

ottengono le seguenti equazioni

∂z〈n〉z = (σeNe − σaNg)〈n〉z + σeNe , (2.58)

∂z〈n2〉z = 2(σeNe − σaNg)〈n2〉z + (σaNg + 3σeNe)〈n〉z + σeNe . (2.59)

La semplicità del modello adottato è rispecchiata dal fatto che si ottengono equa-

zioni chiuse per momenti di ogni ordine. In trattazioni più sofisticate—che tengo-

no ad esempio conto di fenomeni di saturazione—questo vantaggio non sussiste,

e per ogni momento della distribuzione si ricava un’equazione differenziale che

coinvolge anche momenti di ordine più alto (si veda ad esempio Ref. [73]). Inte-

grando la (2.58) e la (2.59) e assumendo che l’amplificatore abbia lunghezza L,

si ottengono le seguenti espressioni per il numero medio e la varianza all’uscita

del dispositivo

〈n〉o = G〈n〉i + (G− 1)P , (2.60)

〈∆n2〉o = G〈n〉i + (G− 1)P + 2G(G− 1)P 〈n〉i
+(G− 1)2P 2 +G2(Fi − 1)〈n〉i , (2.61)

dove

G = exp[L(σeNe − σaNg)] , P = σeNe/(σeNe − σaNg) (2.62)

rappresentano rispettivamente il guadagno e il fattore di emissione spontanea, ni

rappresenta il numero medio di fotoni del segnale in entrata e Fi è il fattore di

Fano dello stato in ingresso.
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La relazione (2.60) mostra come il segnale in uscita sia costituito dalla sovrap-

posizione di due contributi: il primo rappresenta la componente coerente do-

vuta al segnale amplificato mentre il secondo è dato dalla componente incoe-

rente legata alla presenza dell’emissione spontanea locale, soggetta anch’essa ad

amplificazione all’interno del dispositivo.

Il rumore in uscita è invece somma di cinque termini, dovuti rispettivamente a:

1) fluttuazioni quantistiche del segnale amplificato;

2) amplificazione dell’emissione spontanea (ASE);

3) interferenza quantistica tra ASE e segnale amplificato;

4) interferenza quantistica dell’ASE con se stessa;

5) fluttuazioni in eccesso del segnale in ingresso.

In condizioni ottimali, cioè in presenza di inversione totale (P = 1), elevati gua-

dagni (G � 1) e segnali in entrata intensi (ni � 1), si ottiene la figura di

rumore

R ' 1 +
1

Fi
. (2.63)

Le espressioni (2.60), (2.61) e (2.63) sono qualitativamente analoghe a quelle cor-

rispondenti del caso dell’amplificatore parametrico phase insensitive: in questo

caso l’amplificazione spontanea gioca il ruolo dell’emissione spontanea parametri-

ca, e la condizione di inversione di popolazione totale corrisponde al modo idler

vuoto [19]. Valgono quindi le stesse considerazioni per quanto riguarda la figura

di rumore e si ritrova anche in questo caso il “limite quantico” di 3dB.

Gli stessi risultati si ottengono anche nel caso di un amplificatore lineare basato

sullo scattering Raman [79]. In tal caso il ruolo dell’emissione spontanea è giocato

dalle fluttuazioni di punto zero del modo fononico coinvolto nell’interazione con

la radiazione incidente. È utile notare nuovamente come il limite quantistico

alla figura di rumore in rivelazione diretta non dipenda dai fenomeni fisici che

caratterizzano il particolare tipo di amplificatore phase insensitive considerato,

ma soltanto dalle condizioni di linearità del regime di funzionamento in esame.

Tale limite è spesso erroneamente considerato invalicabile, ma in realtà può essere

ampiamente superato utilizzando amplificatori phase insensitive funzionanti in

regime altamente non lineare, come verrà dimostrato nel capitolo 4.
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2.6 Amplificatore phase sensitive

Un amplificatore phase sensitive (PSA) è per definizione un dispositivo caratteriz-

zato da un guadagno che dipende dalla fase del campo da amplificare. Assumendo

come ipotesi la linearità e l’unitarietà dell’evoluzione dei campi, l’amplificatore

phase sensitive dà luogo alla seguente trasformazione tra il campo in ingresso a

e quello in uscita A

A = µa+ νa† , (2.64)

dove

µ =
1

2

(

G1/2 +G−1/2
)

, (2.65)

ν =
e2iφ

2

(

G1/2 −G−1/2
)

. (2.66)

Diversamente da quanto visto per l’amplificatore phase insensitive, in questo caso

non è richiesta l’introduzione di un modo idler: le condizioni di linearità e unita-

rietà sono soddisfatte scegliendo opportunamente i coefficienti della combinazione

lineare tra i campi a e a†. Tale combinazione è analoga alla trasformazione di

“squeezing” (descritta nel paragrafo A.1).

Dalla (2.64) si ottengono le seguenti relazioni per le quadrature coniugate a fasi

φ e φ+ π
2

Aφ = G1/2aφ , (2.67)

Aφ+π/2 = G−1/2aφ+π/2 , (2.68)

dove il guadagno è appunto sensibile alla fase della quadratura considerata. In

particolare, mentre una quadratura viene amplificata, quella coniugata viene

deamplificata secondo il fattore inverso G−1/2.

La trasformazione unitaria A = U †aU è realizzata dal seguente operatore

Û = exp
{

−1

4
lnG

[(

a†
)2
e−iφ − a2eiφ

]}

, (2.69)

che coincide appunto con l’operatore di “squeezing”. Se lo stato di ingresso è

costituito dal vuoto, questo tipo di amplificatore può infatti essere usato anche

come sorgente di stati di vuoto “squeezed”.
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Come si vede dalle (2.67)-(2.68), gli operatori di quadratura in uscita (e tutte le

loro potenze) vengono scalati esattamente a partire da quelli in ingresso senza

termini additivi. Anche le fluttuazioni risulteranno allora scalate esattamente da

quelle in ingresso e la figura di rumore in rivelazione omodina è unitaria. L’ampli-

ficatore phase sensitive è dunque ideale per rivelazione omodina, in quanto mol-

tiplica esattamente l’operatore di quadratura per un fattore G1/2 e in particolare

non degrada il rapporto segnale-disturbo:

SNRAφ
= SNRaφ

. (2.70)

Tale amplificatore riduce le fluttuazioni, e quindi opera uno “squeezing”, nella

quadratura deamplificata, mentre aumenta quelle nella quadratura amplificata,

distruggendo cos̀ı un eventuale grado di “squeezing” iniziale in tale quadratura

per G > 1/(4〈∆a2
φ〉). Le fluttuazioni nelle due quadrature coniugate vengono

comunque amplificate o deamplificate mantenendo il prodotto costante. Se lo

stato in ingresso è di minima indeterminazione, lo sarà anche quello in uscita.

Per quanto riguarda il caso di rivelazione diretta, il numero medio di fotoni in

uscita è dato da

〈nA〉 = (µ2 + |ν|2)〈na〉 + |ν|2 + µν〈a†2〉 + µν∗〈a2〉 . (2.71)

Diversamente dai casi fin qui trattati, il numero medio in uscita è somma di

quattro termini: oltre al primo termine di riscalamento diretto del numero medio

in ingresso e al secondo termine di emissione parametrica spontanea, compaiono

ulteriori termini che dipendono da osservabili non riconducibili al numero di foto-

ni. Il guadagno dipende allora dal tipo di stato in ingresso. Questo è un esempio

di amplificatore che è lineare per certe osservabili, come ad esempio la quadra-

tura, ma non per altre, come il numero di fotoni. Vediamo ora come cambia il

guadagno nel numero medio di fotoni al variare dello stato in ingresso.

Consideriamo per primo il caso degli stati coerenti. È noto che per tali stati

〈a†a〉 = |α|2, 〈a†2〉 = (α∗)2 e 〈a2〉 = α2. Sfruttando le equazioni (2.65) e (2.66), il

guadagno nel numero medio Gn in funzione di G in questo caso assume la forma

Gn =
1

2
(G+G−1) +

1

2
(G−G−1) cos[2(φ− ψ)] , (2.72)

dove ψ rappresenta la fase dello stato coerente considerato. Il guadagno dipende

dunque dallo sfasamento tra lo stato in ingresso e la fase caratteristica dell’ampli-

ficatore φ. Esso assume il valore massimo G per φ−ψ = 0, mentre per φ−ψ = π/2

il segnale viene attenuato di un fattore G−1.
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Nel caso degli stati squeezed |α, ζ〉 (con ζ = ρe2iψs), utilizzando le equazioni

(A.13), (A.14) e (A.15), il guadagno assume la forma

Gn =
1

2
(G+G−1)

+
1

2
(G−G−1)

{

cos[2(φ− ψs)]θ|γ| + cos[2(φ− ψ)]|α|2
}

, (2.73)

dove θ = cosh ρ e γ = e2iψs sinh ρ. In tal caso il guadagno dipende anche dalla

direzione di squeezing. La (2.73) assume valore massimo quando la direzione di

squeezing dello stato considerato coincide con la fase dello stato coerente α da

cui è ottenuto (ψ = ψs) e nello stesso tempo lo sfasamento rispetto alla fase

dell’amplificatore è nullo. In tal caso il guadagno assume la forma

Gn =
1

2
(G+G−1) +

1

2
(G−G−1)

{

1 +
m̄

nt

(√
1 + m̄−1 − 1

)}

, (2.74)

dove m̄ = sinh2 ρ e nt = |α|2 + sinh2 ρ rappresentano rispettivamente il numero

di fotoni di squeezing e il numero di fotoni totali dello stato iniziale. Come si

può osservare, in questo caso il guadagno risultante dipende anche dal numero

di fotoni dello stato in ingresso e risulta in particolare più elevato, a parità di

intensità del segnale incidente, rispetto al caso degli stati coerenti.

Nel caso degli stati numero 〈a†2〉 = 〈a2〉 = 0 nella (2.71) e il guadagno assume la

forma

Gn =
1

2
(G+G−1) . (2.75)

Come nel caso degli stati coerenti il guadagno non dipende dall’intensità dello

stato in ingresso. Il valore del guadagno è inferiore al caso di massima amplifica-

zione per stati coerenti e squeezed e in particolare è la metà rispetto al caso degli

stati coerenti per G� 1, con φ− ψ = 0.

Ritorniamo ora al caso coerente e vediamo che forma assume la figura di rumore.

Dopo aver calcolato le fluttuazioni relative alla (2.71), date da

〈∆n2
A〉 = 2|µν|2 + |(µ2 + ν2)α+ 2µνα∗|2 , (2.76)

nel caso di massima amplificazione (φ = ψ) si ricava facilmente

R = 1 +
(1 −G−2)

2

4〈na〉
. (2.77)

Per guadagni elevati e per stati molto intensi in ingresso la figura di rumore si

avvicina al valore ideale.
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Nel caso degli stati numero invece la figura di rumore è priva di senso, perchè le

fluttuazioni del segnale in ingresso sono nulle. Si può invece calcolare facilmente

il fattore di Fano in uscita

Fout =
1

4

(G2 +G−2 − 2) (n2
a + na + 1)

(G+G−1) (na + 2) − 1
. (2.78)

Come si può osservare, il fattore di Fano in uscita aumenta all’aumentare del

numero di fotoni in ingresso e diventa asintoticamente lineare per segnali intensi.

L’insorgere di fluttuazioni cos̀ı elevate è dovuto al fatto che l’amplificatore è sen-

sibile alla fase del segnale incidente e perciò non funziona in modo efficiente con

stati a fase non definita come gli stati numero. Al contrario, come abbiamo visto,

risulta adatto per stati coerenti in ingresso. Tale amplificatore però funziona in

modo efficiente soltanto quando lo sfasamento tra lo stato coerente in ingresso e la

fase φ dell’amplificatore è nullo. Per realizzare le condizioni di massima amplifi-

cazione occorre quindi una previa conoscenza del valore della fase della radiazione

incidente e quasto comporta misure demolitive sul segnale. L’amplificatore phase

sensitive non rappresenta quindi in questo caso un dispositivo di facile impiego

nelle applicazioni pratiche.

Vediamo ora come si può realizzare praticamente un amplificatore di questo tipo.

Con considerazioni analoghe al caso dell’amplificatore phase insensitive, si giunge

alla seguente espressione per l’Hamiltoniana nello schema di Schrödinger

ĤI = χ(2)
(

(a†)2e−i(ωt+φ) + a2ei(ωt+φ)
)

, (2.79)

dove ω = 2ωa rappresenta la frequenza del modo di pompa classico. Tale Hamil-

toniana corrisponde a quella di un miscelatore a tre onde (2.52) in cui i modi a

e b sono degeneri e il modo c è classico. La relazione tra il tempo di interazione

τ , la costante di accoppiamento κ ed il guadagno G è data da [82]

κτ =
1

4
lnG . (2.80)

Pertanto per realizzare un buon amplificatore phase sensitive occorre semplice-

mente disporre di un materiale ad alta suscettività χ(2) operando ad una frequenza

di pompa doppia di quella del segnale. Se il modo di pompa classico è anch’esso

degenere, è possibile usare anche materiali con con suscettività χ(3).
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2.7 Preamplificatori

Nelle reti di comunicazione ottiche gli amplificatori tipicamente trovano due forme

di utilizzo:

i) come “ripetitori”, inseriti a intervalli regolari in una linea di trasmissione in

modo da compensare le perdite del segnale durante la propagazione dal

trasmettitore all’utente (questo tipo di impiego è dominante nelle comuni-

cazioni ottiche su grandi distanze),

ii) come preamplificatori, anteposti a una derivazione della linea (rubinetto otti-

co) per portare il segnale a più utenti, oppure all’apparato di rivelazione.

In questo paragrafo vengono analizzate le prestazioni degli amplificatori linea-

ri descritti in precedenza quando sono usati come preamplificatori. Ci limitia-

mo quindi a considerare soltanto reti di comunicazione ottiche su brevi distanze

(LAN), in cui le perdite maggiori sono localizzate alle derivazioni e allo stadio di

rivelazione.

Come già accennato nel paragrafo 2.3, lo scopo dell’impiego di un amplificatore

è quello di aumentare l’intensità del segnale per compensare la perdita succes-

siva (modellizzata da un beam splitter) e allo stesso tempo migliorare la figura

di rumore del processo di attenuazione. È dunque inutile operare una post-

amplificazione, ponendo l’amplificatore dopo il beam splitter, perchè in tal caso

si può solo aumentare l’intensità del segnale, ma non si riesce a recuperare il va-

lore originale del rapporto segnale-disturbo, che è già stato degradato dal beam

splitter stesso.

- G - -

?

a

b

c

Figura 2.5: Configurazione di un preamplificatore.
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In questo paragrafo consideriamo dunque uno schema di “amplificatore+beam

splitter”, come mostrato in Fig. 2.5. Come vedremo, la scelta del tipo di

amplificatore dipende strettamente dal tipo di rivelazione effettuata.

Consideriamo innanzi tutto il caso di rivelazione omodina, particolarmente in-

teressante per l’impiego che trova in diverse applicazioni sperimentali, quali ad

esempio la tomografia quantistica del campo elettromagnetico recentemente pro-

posta in letteratura [71, 22, 23, 27]. Essendo il PSA un amplificatore ideale per

rivelazione omodina, in quanto non degrada il rapporto segnale-disturbo iniziale

nella quadratura del campo rivelata, esso rappresenta il tipo di preamplifica-

tore più adatto. La figura di rumore in tal caso assume la forma (utilizzando

nell’ordine le relazioni (2.34), (2.35) e (2.67))

SNRaφ

SNRAφ

= 1 + 2
1 − η

Gη

〈∆b2φ〉
〈∆a2

φ〉 + 1/4
(2.81)

e può quindi raggiungere il valore ideale per guadagni sufficientemente elevati e

per qualsiasi stato in ingresso.

Il PIA invece non è un buon preamplificatore per rivelazione omodina. Sfruttando

infatti le relazioni (2.34), (2.35), (2.38) e (2.39), la figura di rumore assume la

forma

SNRaφ

SNRAφ

= 1 + 2
1 − η

Gη

〈∆b2φ〉
〈∆a2

φ〉 + 1/4
+
G− 1

2G

1

〈∆a2
φ〉 + 1/4

, (2.82)

compare cioè un terzo termine a secondo membro della (2.82) che non è trascu-

rabile nel limite di guadagni elevati.

Consideriamo ora il caso di rivelazione diretta, che rappresenta il caso più interes-

sante per le applicazioni alle reti di comunicazione ottiche, in quanto corrisponde

al tipo di rivelazione più facilmente realizzabile nella pratica e inoltre, unita-

mente alla codifica su stati numero della radiazione, permette di raggiungere la

massima quantità di informazione trasmissibile in un canale quantistico (vedi cap.

5). Nel caso di rivelazione diretta la configurazione amplificatore+beam splitter

considerata in questo paragrafo descrive sia uno schema di preamplificazione per

sostenere una perdita di linea successiva in una rete di comunicazione ottica, sia

una preamplificazione allo stadio di rivelazione, per compensare gli effetti di un

fotocontatore non ideale, che come abbiamo accennato nel paragrafo 2.3 può es-

sere schematizato con un beam splitter in serie a un rivelatore ideale. Nel caso di

rivelazione omodina invece la descrizione di inefficienze all’apparato di rivelazione

non è cos̀ı semplice e verrà analizzata nel capitolo 5.
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Come abbiamo visto nel paragrafo 2.6, il PSA in rivelazione diretta è un buon

amplificatore soltanto per stati in ingresso a fase definita. Nel caso degli stati

coerenti, dalle relazioni (2.30), (2.31), (2.71) e (2.76) corrispondenti al caso di

massima amplificazione, si ottiene la figura di rumore

R = 1 +
(1 −G−2)

2

4〈na〉
+

(1 − η)

ηG
+

1

4

(1 − η)

ηG2

G+G−1 − 2

〈∆n2
a〉

. (2.83)

Per segnali coerenti intensi e guadagni elevati il PSA funziona bene anche come

preamplificatore. Esso però risulta estremamente “rumoroso” per stati a fase

non definita in ingresso e non costituisce quindi un preamplificatore ideale in

rivelazione diretta.

Con un procedimento di calcolo analogo al caso del PSA, nel caso del PIA con il

modo idler vuoto la figura di rumore assume la forma

R = 1 +
1 − η

GηFa
+

G− 1

G〈∆n2
a〉

(〈na〉 + 2) + 2
1 − η

η

G− 1

G2〈∆n2〉 , (2.84)

e nel limite ottimale di segnali molto intensi in ingresso e guadagni elevati si

riduce al “limite quantico” di 3dB discusso nel paragrafo 2.4, ma non raggiunge

mai il valore ideale.

Un amplificatore numero ideale in rivelazione diretta (PNA) è un dispositivo che

per definizione opera le seguenti trasformazioni per il numero medio di fotoni e

le corrispondenti fluttuazioni [84]

〈n̂A〉 = G〈n̂a〉 , (2.85)

〈∆n̂2
A〉 = G2〈∆n̂2

a〉 . (2.86)

La figura di rumore infatti risulta unitaria. Nel caso in cui tale dispositivo ve-

nisse impiegato come preamplificatore in rivelazione diretta la figura di rumore

assumerebbe la forma

R = 1 +
1 − η

GηFa
, (2.87)

e raggiungerebbe dunque il valore unitario per G � 1 e per qualsiasi segnale in

ingresso.

Nel caso di rivelazione eterodina infine il preamplificatore ideale è rappresentato

dall’amplificatore lineare phase insensitive, come è già stato accennato nel para-

grafo 2.4. Questo caso verrà comunque trattato in modo adeguato nel capitolo

5.
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Rivelazione Amplificazione

Diretta PNA

Omodina PSA

Eterodina PIA

Tabella 2.1: Corrispondenza ideale tra apparato di rivelazione e tipo di amplificatore.

Abbiamo visto dunque come la scelta di un preamplificatore dipenda in modo cru-

ciale dallo schema di rivelazione adottato: il dispositivo più adatto corrisponde

in generale all’amplificatore ideale per l’osservabile che viene rivelata. Le corri-

spondenze ottimali tra il tipo di amplificazione e l’apparato di rivelazione sono

riassunte schematicamente nella tabella 2.1.

Uno dei problemi ancora aperti è quello di realizzare un amplificatore ideale in

rivelazione diretta (PNA). Come vedremo nel prossimo capitolo, l’amplificatore

numero ideale è descritto da un’Hamiltoniana che non corrisponde a un dispositi-

vo facilmente realizzabile nella pratica. Per questo motivo i capitoli 3 e 4 vengono

dedicati allo studio di dispositivi fisicamente realizzabili, che si avvicinino il più

possibile alle prestazioni dell’amplificatore numero ideale in rivelazione diretta

e consentano in particolare di superare il “limite quantico” degli amplificatori

lineari.



Capitolo 3

Amplificazione e duplicazione in

processi parametrici trilineari

Questo capitolo è dedicato all’analisi dei processi di amplificazione e duplicazio-

ne del numero di fotoni in processi parametrici trilineari. Vengono innanzitutto

descritti l’amplificatore numero e il duplicatore numero ideali e le corrispondenti

Hamiltoniane. Data la difficoltà di ricondurre le Hamiltoniane ideali a dispositivi

realizzabili praticamente, vengono successivamente analizzati i processi parame-

trici trilineari totalmente quantistici in rivelazione diretta, che corrispondono

alla più immediata approssimazione delle Hamiltoniane ideali e sono facilmente

realizzabili nella pratica.

Questa analisi è condotta prevalentemente con metodi numerici, dal momento

che su base analitica è possibile valutare soltanto il tempo di conversione in

un’approssimazione “di campo medio” [21]. Si mostra in particolare l’efficacia

dei processi inversi di attenuazione e “ricombinazione”, mentre i processi diretti

di amplificazione e duplicazione risultano meno convenienti rispetto all’uso dei

dispositivi lineari descritti nel capitolo 2 [17].

3.1 Amplificatore numero ideale

L’amplificatore ideale del numero di fotoni (PNA), come è stato accennato nel

capitolo precedente, risulta particolarmente interessante per le applicazioni alle

reti di comunicazione ottiche, in quanto gli stati numero rappresentano il tipo di

codifica che, unitamente alla rivelazione diretta, porta alla maggior quantità di

43
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informazione trasmissibile in un canale di comunicazione quantistico. In descri-

zione di Heisenberg l’amplificazione ideale di numero di fotoni corrisponde alla

moltiplicazione dell’operatore numero per il guadagno intero G

a†a→ Ga†a . (3.1)

A causa della natura intera degli autovalori dell’operatore numero a†a, il processo

inverso di attenuazione non corrisponde in modo banale alla sostituzione di G con

G−1. La attenuazione numero ideale è descritta dalla relazione

a†a→ [[G−1a†a]] , (3.2)

dove con il simbolo [[x]] è indicata la parte intera di x. Di conseguenza, anche

nel caso ideale, la deamplificazione numero non è lineare ma il guadagno effettivo

G∗, che in questo caso rappresenta un fattore di deamplificazione, dipende dal

segnale di ingresso secondo la relazione

G∗ =
[[G−1n]]

n
≤ G−1 , (3.3)

dove n indica appunto il numero di fotoni in ingresso. La trasformazione (3.2) si

ottiene operando la seguente trasformazione sui campi [14, 15]

a† → a†(G) , (3.4)

dove a†(G) è un operatore bosonico che crea G fotoni alla volta, ovvero

a†(G)|n〉 =
√

[[G−1n]] + 1|n+G〉 , (3.5)

[

a(G), a
†
(G)

]

= 1 , (3.6)

[

a(G), a
†a
]

= Ga(G) . (3.7)

La forma esplicita di a†(G) è

a†(G) =

{

[[G−1n̂]] (n̂−G)!

n̂!

}1/2

(a†)G (3.8)

e da questa segue che

a†(G)a(G) = [[G−1a†a]] , (3.9)
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che corrisponde al caso di attenuazione (3.2). L’amplificazione (3.1) corrisponde

invece alla trasformazione inversa

a†(G) → a† . (3.10)

Le trasformazioni (3.4) e (3.10) sono essenzialmente permutazioni di due diversi

tipi di bosoni. Per modi commutanti [a, c] = [a, c†] = 0 la trasformazione di

permutazione a↔ c è realizzata dall’evoluzione di Heisenberg

PaP = c, P cP = a , (3.11)

dove

P = P † = exp
(

i
π

2
c†c
)

exp
[

−iπ
2

(

a†c+ c†a
)]

exp
(

i
π

2
c†c
)

. (3.12)

Se i due modi a e c hanno frequenza diversa, l’Hamiltoniana di interazione

HI = a†c+ c†a (3.13)

in presenza di un modo di pompa classico d a frequenza ωd = ωa − ωc realizza

quindi una conversione di frequenza tra i due modi a e c.

Nel caso in esame, dato che a and a(G) non commutano, conviene introdurre un

modo c a frequenza diversa da quella di a e operare quindi anche un cambio

di frequenza. In questo caso l’operatore di amplificazione, che agisce anche da

convertitore di frequenza, diventa

P(G) = exp
(

i
π

2
c†c
)

exp
[

−iπ
2

(

a†(G)c + c†a(G)

)]

exp
(

i
π

2
c†c
)

. (3.14)

L’evoluzione alla Schrödinger degli stati numero nel caso di amplificazione e

attenuazione è data da

P(G)|0, n〉 = |Gn, 0〉 , (3.15)

P(G)|n, 0〉 = |G 〈〈G−1n〉〉 , [[G−1n]] 〉 , (3.16)

dove 〈〈x〉〉 = x− [[x]] indica la parte frazionaria di x e |n,m〉 = |n〉a ⊗ |m〉c.
Se si vuole considerare soltanto il modo a nelle trasformazioni precedenti, occorre

operare un’ulteriore conversione di frequenza P . In tal caso le equazioni (3.15-

3.16) diventano

P(G)P(1)|n, 0〉 = |Gn, 0〉 (3.17)

P(1)P(G)|0, n〉 = |G 〈〈G−1n〉〉 , [[G−1n]] 〉 . (3.18)
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Da tali relazioni è dunque possibile ignorare totalmente la dinamica del modo c

adottando la rappresentazione della matrice densità degli stati ed eseguendo la

traccia parziale sul modo c. In tal caso il modo c diventa responsabile di rumore

aggiunto anche nel caso ideale, come si può vedere dalla (3.3), e corrisponde al

modo idler dell’amplificatore lineare di campo.

A meno di uno sfasamento di π/2 (che si può ottenere ad esempio con un cam-

biamento di cammino ottico), l’operatore di evoluzione (3.14) corrisponde alla

seguente Hamiltoniana di interazione nello schema di Dirac

ĤI = a†(G)c+ a(G)c
† , (3.19)

al tempo adimensionale di conversione

τ∗ =
π

2
. (3.20)

Per il principio di conservazione dell’energia occorre che sia soddisfatta la condi-

zione di risonanza Gωa = ωc. Nel caso non risonante è necessario introdurre un

terzo modo di pompa c a frequenza ωd = Gωa − ωc. In tal caso l’Hamiltoniana

(3.19) viene ottenuta dalla

Ĥ ′ = a†(G)cd+ a(G)c
†d† (3.21)

nell’approssimazione di pompa classica già discussa in precedenza. L’amplifica-

tore numero descritto da questa Hamiltoniana è dunque anche un convertitore di

frequenza (PNAFC) ed è schematizzato in Fig. 3.1.

- -

- -

�

�

ωc : |m〉

ωa : |n〉 | [[Gn]] +G 〈〈G−1m〉〉 〉

| [[G−1m]] +G−1 〈〈Gn〉〉 〉
PNAFC

d (classico)

Figura 3.1: Schema di un PNA ideale.

L’Hamiltoniana (3.21) descrive un processo non lineare di ordine G+1 con suscet-

tività dipendente in modo complicato dall’intensità del campo incidente e quindi
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di difficile realizzazione pratica. Ad esempio, nel caso di guadagno G = 2 e per

segnali in ingresso intensi (〈a†a〉 � 2) l’operatore di creazione di due fotoni può

essere approssimato nel modo seguente

a†(2) ' a†2
[

2(a†a+ 1)
]− 1

2 (3.22)

e l’Hamiltoniana di interazione (3.19) diventa

Ĥ2 ' a†2c
[

2(a†a + 1)
]− 1

2 + h.c. , (3.23)

ovvero un processo parametrico trilineare (si veda il paragrafo 3.3) con accop-

piamento dipendente in modo non banale dall’intensità del campo e quindi non

riconducibile a un dispositivo ottico elementare. Nel corso di questo capitolo

verranno analizzate le prestazioni di dispositivi parametrici trilineari semplici, la

cui Hamiltoniana costituisce una prima approssimazione della (3.21) nel limite di

costante di accoppiamento indipendente dall’intensità del campo.

3.2 Duplicatore numero ideale

La duplicazione è una trasformazione che produce due copie identiche di uno stes-

so stato di ingresso. In base ai requisiti di unitarietà dell’operatore di evoluzione

temporale quantistico, è semplice dimostrare che si possono duplicare esattamen-

te soltanto stati che appartengono ad un set ortogonale [77]. È dunque possibile

duplicare stati numero, mentre duplicatori di stati coerenti o di stati “squeezed”

non sono realizzabili nemmeno idealmente. Dal punto di vista applicativo l’uti-

lità di un duplicatore numero è notevole in una rete di comunicazione ottica con

codifica su stati numero e rivelazione diretta, in quanto rappresenta un rubinetto

ottico senza perdite.

In descrizione di Schrödinger il duplicatore numero ideale (PND) realizza la

seguente trasformazione sugli stati numero

|0, 0, n〉 → |n, n, 0〉 , (3.24)

dove |n,m, p〉 = |n〉a ⊗ |m〉b ⊗ |p〉c, a e b sono i modi duplicati e c il modo di

ingresso. La (3.24) può essere invertita banalmente dando luogo a un processo di

“ricombinazione”.



48 Capitolo 3

Con considerazioni analoghe al caso del PNA, l’evoluzione (3.24), con conversione

di frequenza, si ottiene permutando gli operatori a(1,1) e c, dove a†(1,1) rappresenta

un operatore bosonico di creazione di due modi [15]

a†(1,1)|na, nb〉 =
√

(min{na, nb}) + 1|na + 1, nb + 1〉 , (3.25)

[a(1,1), a
†
(1,1)] = 1 , (3.26)

[a(1,1), a
†a+ b†b] = 2a(1,1) . (3.27)

L’espressione esplicita di a(1,1) è data da

a†(1,1) = a†b†
1

√

max{a†a, b†b} + 1
. (3.28)

Nel caso di duplicazione vera e propria 〈a†a〉 = 〈b†b〉 e a(1,1) diventa

a†(1,1) = a†b†(b†b+ 1)−
1
2 . (3.29)

Con considerazioni analoghe al caso del PNA, l’Hamiltoniana di interazione nello

schema di Dirac assume la forma

ĤI = a†(1,1)c+ a(1,1)c
† . (3.30)

Per il principio di conservazione dell’energia, la duplicazione numero con con-

versione di frequenza richiede l’introduzione di un modo di pompa classico d a

frequenza ωd = ωa + ωb − ωc ed è descritta dall’Hamiltoniana di interazione

Ĥ ′ = a†(1,1)cd+ a(1,1)c
†d† . (3.31)

Come mostrato in Fig. 3.2, il duplicatore numero ideale è dunque un dispositivo

a otto porte: tre modi quantistici in ingresso e in uscita e un modo di pompa

classico. Data la forma dell’Hamiltoniana ideale (3.30), tale dispositivo non è

facilmente realizzabile in pratica.

Nel paragrafo 3.5 verranno analizzati i processi di duplicazione e ricombinazione

realizzabili con dispositivi parametrici di generazione di frequenze somma e diffe-

renza, descritti da un’Hamiltoniana trilineare nei campi che approssima la (3.31)

nel limite di suscettività χ(2) indipendente dall’intensità del campo incidente.
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Figura 3.2: Schema di un PND ideale.

3.3 Processi parametrici trilineari: caratteristi-

che generali

Come è già stato accennato nel capitolo precedente, i processi parametrici descri-

vono interazioni nonrisonanti tra radiazione e materia. Tali processi soddisfano

le relazioni di Manley-Rowe [7], che regolano lo scambio di potenza tra modi del

campo elettromagnetico accoppiati secondo un dato ordine di nonlinearità. Per

introdurre queste relazioni supponiamo per semplicità che le frequenze dei modi

che sono generati in un processo parametrico nonlineare siano esprimibili come

somme di due frequenze fondamentali ω′ e ω′′

ωjk = jω′ + kω′′ , (3.32)

dove j e k rappresentano numeri interi arbitrari (positivi, negativi o nulli) e

ωjk ≥ 0. Le relazioni di Manley-Rowe in un processo quantistico sono espresse in

termini di operatori numero di fotoni nel modo seguente

∑

jk

j
dn̂(ωjk)

dt
=
∑

jk

k
dn̂(ωjk)

dt
= 0 , (3.33)

e corrispondono alle costanti del moto

∑

jk

jn̂(ωjk) = Ĉ1 , (3.34)

∑

jk

kn̂(ωjk) = Ĉ2 . (3.35)
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Si noti che in generale il numero totale di fotoni non si conserva e questo, come

si vedrà nel seguito, porta a processi di amplificazione e attenuazione del numero

di fotoni.

In questo capitolo prendiamo in considerazione processi nonlineari al terz’ordine,

descritti in approssimazione d’onda rotante dall’Hamiltoniana di interazione

ĤI = κ
(

a†b†c+ abc†
)

, (3.36)

dove κ = χ(2) e ωc = ωa +ωb. L’interesse di tali processi, come è già stato accen-

nato, risiede nel fatto che corrispondono a dispositivi ottici facilmente realizzabili

nella pratica (materiali con suscettività non lineare χ(2), oppure χ(3) ed un modo

di pompa classico). In questo caso possiamo considerare le frequenze ωa e ωb

come frequenze fondamentali e dunque possiamo scrivere nella notazione appena

introdotta ωa = ω10, ωb = ω01 e ωc = ω11. Le costanti del moto assumono la

forma

n̂a + n̂c = Ĉ1 , (3.37)

n̂b + n̂c = Ĉ2 . (3.38)

Integrando le equazioni di Heisenberg e calcolando i valori di aspettazione sullo

stato di ingresso si ottiene

〈δn̂c〉 = −〈δn̂a〉 = −〈δn̂b〉 , (3.39)

dove δÔ ≡ Ô(t) − Ô(0) ≡ Ôout − Ôin. La (3.39) quantifica lo scambio di fotoni

per ciascun modo durante l’interazione. In particolare, il numero di fotoni creati

(annichiliti) nel modo c è uguale al numero di fotoni annichiliti (creati) nel modo

a e nel modo b. Nel caso particolare in cui il modo c sia inizialmente vuoto

il processo è detto “generazione di frequenza somma” in quanto vengono creati

fotoni a frequenza somma delle frequenze incidenti. Il processo inverso, con i modi

a e b inizialmente vuoti, è invece detto “generazione di frequenze differenza”. La

generazione di frequenze differenza può anche essere interpretata come processo di

duplicazione di fotoni, in quanto vengono creati due stati con ugual numero medio

di fotoni. La generazione di frequenza somma può essere invece interpretata come

processo di ricombinazione. La (3.36) rappresenta una drastica approssimazione

dell’Hamiltoniana (3.30) che descrive appunto il duplicatore ideale. Nel caso
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in cui il modo c è classico la (3.36) descrive l’amplificatore parametrico phase

insensitive analizzato nel capitolo precedente.

Nel caso in cui il modo a e il modo b sono degeneri l’Hamiltoniana di interazione

diventa

H = κ
(

a2c† + a†
2
c
)

, (3.40)

con ωc = 2ωa. Il sistema è caratterizzato da un’unica relazione di Manley-Rowe

n̂a + 2n̂c = Ĉ . (3.41)

Esiste comunque una nuova costante del moto rispetto al caso precedente, cioè

la parità del numero di fotoni del modo a

〈〈n̂a/2〉〉 = Ĉ ′ , (3.42)

dove x = [[x]] + 〈〈x〉〉 indica la scomposizione di x in parte intera [[x]] e parte

frazionaria 〈〈x〉〉 . Lo scambio di fotoni tra i due modi durante l’interazione è dato

da

2〈δnc〉 = −〈δna〉 . (3.43)

Il caso in cui il modo a è inizialmente vuoto è detto “generazione di sub-armonica”,

in quanto vengono generati fotoni a frequenza dimezzata rispetto a quella iniziale.

I fotoni creati nel modo a sono in numero doppio rispetto a quelli annichiliti nel

modo c. Ciò suggerisce di utilizzare tale processo per progettare un amplificato-

re con guadagno G = 2. Il caso in cui il modo c è inizialmente vuoto è invece

detto “generazione di seconda armonica”, in quanto vengono generati fotoni a

frequenza doppia. In tal caso i fotoni creati nel modo c sono la metà di quelli

annichiliti nel modo a, ovvero siamo in presenza di un meccanismo di attenuazio-

ne del numero di fotoni. Analogamente al caso non degenere, l’Hamiltoniana di

interazione (3.40) costituisce un’approssimazione dell’Hamiltoniana dell’amplifi-

catore numero ideale con G = 2 nel limite di costante di accoppiamento indi-

pendente dal segnale incidente. Se consideriamo il modo c come pompa classica

si ottiene l’Hamiltoniana dell’amplificatore phase sensitive, descritta nel capitolo

precedente.

Le Hamiltoniane dei vari processi sopra descritti sono riportate in tabella 3.1,

mentre in tabella 3.2 sono riassunte le condizioni iniziali che caratterizzano ciscun

processo.
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Processo Hamiltoniana

PIA amplificazione phase-insensitive a†b† + ab

FC conversione di frequenza a†c + ac†

DIF generazione di frequenze differenza a†b†c + abc†

SUM generazione di frequenza somma a†b†c + abc†

PSA amplificazione phase-sensitive a†
2
+ a2

SUH generazione di sub-armonica a2c† + a†
2
c

SEH generazione di seconda armonica a2c† + a†
2
c

Tabella 3.1: Riassunto delle Hamiltoniane dei processi parametrici trilineari.

I processi trilineari con tutti i modi inizialmente non vuoti sono detti “miscelatori

a tre onde”; tali processi non corrispondono a dispositivi ottici elementari e non

sono quindi stati presi in considerazione in questo lavoro di tesi.

3.4 Generazione di seconda/sub-armonica

In questo paragrafo vengono analizzati i processi di generazione di seconda armo-

nica e di sub armonica in una trattazione interamente quantistica. Tali processi

sono descritti dall’Hamiltoniana di interazione (3.40) e differiscono tra loro per

la scelta delle condizioni iniziali, come mostrato nella tabella 3.2.

La costante del moto (3.41) suddivide lo spazio di Hilbert totale nella somma

diretta di sottospazi indipendenti di dimensione finita corrispondenti agli auto-

valori C dell’operatore Ĉ. Dopo aver determinato il valore di C in base alle

condizioni iniziali, la dinamica del sistema si svolge all’interno del sottospazio

corrispondente, individuato dai vettori

|n〉C = |C − 2n, n〉 , n = 0, 1, . . . , [[C/2]] . (3.44)

Nella base (3.44) la Hamiltoniana (3.40) assume la forma tridiagonale

Ĥ|n〉C = h(C)
n |n− 1〉C + h

(C)
n+1|n+ 1〉C , (3.45)
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Processo 〈n̂a〉in 〈n̂b〉in 〈n̂c〉in Sin Sout

PIA 6= 0 0 classico 〈n̂a〉in 〈n̂a〉out − (G − 1)

FC 6= 0 classico 0 〈n̂a〉in 〈n̂c〉out
DIF 0 0 6= 0 〈n̂c〉in 〈n̂a〉out = 〈n̂b〉out
SUM 6= 0 6= 0 0 〈n̂a〉in = 〈n̂b〉in 〈n̂c〉out
PSA 6= 0 classico — 〈n̂a〉in 〈n̂a〉out
SUH 0 — 6= 0 〈n̂c〉in 〈n̂a〉out
SEH 6= 0 — 0 〈n̂a〉in 〈n̂c〉out

Tabella 3.2: Riassunto dei processi parametrici trilineari in rivelazione diretta (vedi

tab. 3.1).

dove

h(C)
n =

√

n(C − 2n+ 1)(C − 2n+ 2) , (3.46)

particolarmente adatta a una diagonalizzazione numerica efficiente. I processi

di generazione di seconda armonica e sub armonica sono stati quindi analizzati

numericamente in rivelazione diretta (come controllo sono stati riprodotti alcuni

dei risultati ottenuti nel lavoro [72]). I segnali considerati all’ingresso e all’uscita

sono riportati caso per caso nella tabella 3.2.

Variando il numero di fotoni in ingresso nin si è scoperto che la dipendenza

temporale del segnale è periodica o quasi periodica per valori di nin piccoli, mentre

diventa sempre più irregolare e irreversibile per segnali in ingresso intensi.

In Fig. 3.3 è mostrato un esempio di evoluzione del segnale di uscita e delle cor-

rispondenti fluttuazioni in rivelazione diretta per uno stato numero con nin = 20

fotoni in ingresso (la variabile temporale τ è normalizzata secondo la suscettività

nonlineare χ(2) del mezzo). Si riscontrano differenze qualitative considerevoli tra

il caso di generazione di sub armonica e quello di seconda armonica. Nel primo

caso il segnale in uscita mostra diversi massimi locali, che corrispondono ad ele-

vate fluttuazioni, mentre i valori di rumore minori si verificano in corrispondenza

di bassi valori del segnale. In generale, il primo massimo locale del segnale non è

il massimo assoluto.

Nel caso di generazione di seconda armonica, al contrario, il primo massimo locale
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Figura 3.3: Evoluzione temporale del segnale in uscita Sout e delle fluttuazioni Nout

in processi di generazione di sub-armonica e seconda armonica per uno stato numero

in ingresso con n = 20.

nel segnale in uscita coincide con il massimo assoluto e le fluttuazioni corrispon-

denti assumono valori piuttosto bassi, minori rispetto all’evoluzione successiva

(e decrescenti all’aumentare di nin). Ad eccezione del caso di un solo fotone

incidente, la conversione tra i due modi in gioco non è mai completa in entram-

bi i processi. Ciò significa che il modo quantistico non vuoto in ingresso non

si “svuota” mai completamente durante l’evoluzione per nessun valore di nin e

questo comporta necessariamente un rumore non nullo nel segnale di uscita. La

conversione tra i due modi comunque è più efficace nel caso di seconda armonica.

Il tempo di conversione ottimale τ∗ è per convenzione l’istante corrispondente al

primo massimo locale del segnale in uscita, rappresentato dai cerchi nella figura
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3.3 (si veda a questo proposito il paragrafo 3.6, in cui τ∗ è valutato analiticamente

e confrontato con i risultati numerici).

Figura 3.4: Guadagno G e fattore di Fano in uscita Fout per generazione di sub-

armonica e di seconda armonica per stati numero in ingresso.

In Fig. 3.4 sono presentati gli andamenti del guadagno e del fattore di Fano in

uscita corrispondenti al tempo di conversione τ∗ per stati numero in funzione del

numero di fotoni in ingresso. Contrariamente a quanto suggerito in [85], nel caso

di generazione di sub armonica il guadagno è una funzione decrescente del numero

di fotoni in ingresso e raggiunge il valore asintotico G ' 1.28 per segnali elevati,

ben lontano dal valore ideale G = 2. Il corrispondente fattore di Fano aumenta al

crescere del numero di fotoni in ingresso e presenta un andamento asintoticamente

lineare (che non è molto evidente nella figura a causa della scala semilogaritmica).
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Nella figura è riportato anche l’andamento del fattore di Fano per l’amplificatore

phase insensitive, dato dall’equazione (2.46), e quello phase sensitive, descritto

dall’equazione (2.78), calcolati a parità di guadagno. Il processo di generazione

di sub armonica risulta meno efficiente di entrambi i tipi di amplificatore lineare;

in particolare il più adatto ad amplificare stati numero risulta essere il PIA (si

noti che comunque questo risultato si riferisce a guadagni molto piccoli).

Il processo di generazione di seconda armonica invece è molto più efficace del

processo di sub armonica. Il guadagno (o fattore di deamplificazione) raggiunge

infatti il valore ideale G = 1
2

per segnali in ingresso intensi e il fattore di Fano

tende al valore asintotico Fout = 0.13, molto migliore dei valori ottenuti con un

amplificatore phase insensitive.

In Fig. 3.5 sono mostrati il guadagno e la figura di rumore al tempo di conversione

ottimale per stati coerenti in ingresso. Per quanto riguarda il guadagno, valgono

le stesse considerazioni svolte a proposito degli stati numero. Dall’andamento

della figura di rumore invece, calcolata anche in questo caso a parità di guadagno

(utilizzando l’espressione completa (2.43) con il modo idler vuoto nel caso del PIA

e l’equazione (2.77) nel caso del PSA), risulta più evidente che la generazione di

sub armonica è un processo molto “rumoroso”, mentre quella di seconda armonica

è molto più efficiente e riesce a raggiungere figure di rumore al di sotto del limite

quantico di 3dB (comunque maggiori del limite ideale dato dall’amplificatore

ideale descritto nel paragrafo 3.1).

Come già accennato, l’origine del rumore aggiunto è legata al fatto che il modo

di “pompa quantistico” (quello non vuoto in ingresso) non viene convertito com-

pletamente nel modo amplificato e dà luogo a fluttuazioni non nulle nel segnale

in uscita. Questo meccanismo è l’analogo dell’emissione parametrica spontanea

negli amplificatori parametrici lineari.

Il confronto con il funzionamento degli amplificatori lineari ha mostrato che nel

caso di amplificazione, a parità di guadagno, il più conveniente è il PSA, mentre

la generazione di sub armonica dà i risultati peggiori. Come è già stato accen-

nato nel capitolo precedente, la miglior prestazione del PSA per stati coerenti è

dovuta al fatto che questo amplificatore è adatto ad amplificare segnali con fase

definita, mentre per stati numero, che non hanno fase definita, risulta più con-

veniente il PIA in quanto amplifica le quadrature del campo in modo isotropo,

indipendentemente cioè dalla fase. Per quanto riguarda il caso di attenuazione,

le prestazioni migliori sono ancora quelle del PSA, ma il processo di generazione

di seconda armonica è risultato abbastanza efficiente, più conveniente rispetto al
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Figura 3.5: Guadagno G e figura di rumore R per generazione di sub-armonica e

seconda armonica per stati coerenti in ingresso.

PIA.

L’analisi delle prestazioni del processo di sub armonica ha mostrato come non

si possa trascurare nella Hamiltoniana (3.23) la dipendenza dell’accoppiamento

dall’intensità della radiazione per potersi avvicinare a un comportamento di am-

plificazione ideale. Tale dipendenza assume la forma tipica di sistemi atomici in-

teragenti con il campo elettromagnetico in presenza di meccanismi di saturazione,

che verranno analizzati nel prossimo capitolo.
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3.5 Generazione di frequenze somma e differen-

za

I processi di generazione di frequenza somma e differenza corrispondono all’Hamil-

toniana (3.36) e differiscono per la scelta delle condizioni iniziali, come mostrato

in Tabella 3.2.

Le costanti del moto Ĉ1 and Ĉ2 nelle equazioni (3.37)-(3.38) si possono riscrivere

nella forma più conveniente

Ŝ ≡ 1

2
(Ĉ1 + Ĉ2) =

1

2

(

a†a+ b†b + 2c†c
)

, (3.47)

D̂ ≡ 1

2
(Ĉ1 − Ĉ2) = b†b− a†a . (3.48)

Per analizzare le prestazioni di questi processi come duplicatori e ricombinatori

di numero di fotoni lo spazio di Hilbert di interesse è quello corrispondente all’au-

tovalore D = 0. Dopo aver fissato il secondo autovalore S in base alle condizioni

iniziali, il sottospazio corrispondente è individuato dagli autovettori

|n〉S = |S − n, S − n, n〉 , (3.49)

e per il valore di S considerato l’Hamiltoniana di interazione (3.36) assume la

forma tridiagonale

Ĥ|n〉S = h(S)
n |n− 1〉S + h

(S)
n+1|n+ 1〉S , (3.50)

dove

h(S)
n =

√
n(S − n+ 1) . (3.51)

L’evoluzione dei campi è stata analizzata numericamente mediante la diagonaliz-

zazione della (3.50). Come controllo della validità del metodo sono stati riprodotti

alcuni dei risultati ottenuti nei lavori [74, 32].

In Fig. 3.6 sono riportati il guadagno e il fattore di Fano per stati numero in

ingresso. Il guadagno è definito rispetto a uno dei due modi duplicati in uscita.

I risultati ottenuti sono qualitativamente molto simili a quelli del caso di genera-

zione di seconda/sub armonica: non si raggiunge mai la conversione completa tra

i modi coinvolti nell’interazione (a parte il caso di duplicazione di un fotone in
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Figura 3.6: Guadagno G e fattore di Fano in uscita Fout per generazione di frequenze

differenza e somma per stati numero in ingresso.

ingresso) e questo dà origine a rumore nel segnale in uscita. Anche in questo caso

si è scelto come tempo di conversione ottimale quello corrispondente al primo

massimo locale del segnale in uscita. Il guadagno nel processo di generazione di

frequenze differenza è una funzione decrescente del numero di fotoni incidenti e

raggiunge il valore asintotico G = 0.78. Il fattore di Fano corrispondente è invece

una funzione crescente (quasi lineare) del segnale in entrata: le prestazioni di

questo processo sono quindi ben lontane da quelle del duplicatore ideale di fotoni

descritto nel paragrafo 3.2.

Il processo di generazione di frequenza somma invece è risultato molto più ef-

ficiente. Come si osserva nella figura infatti il limite ideale G = 1 viene rag-

giunto per segnali intensi e il fattore di Fano è una funzione decrescente del
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numero di fotoni in ingresso e tende asintoticamente al valore Fout = 0.13 rag-

giunto nel caso di generazione di seconda armonica. Per segnali intensi quindi il

processo di generazione di frequenza somma offre delle ottime prestazioni come

ricombinatore.

Per quanto riguarda il caso di stati coerenti in ingresso, si ottengono andamenti

del guadagno e della figura di rumore molto simili a quelli analizzati nel paragrafo

precedente, ma non sono di grande interesse in quanto gli stati coerenti non

possono venire duplicati nemmeno idealmente.

3.6 Tempo di conversione in un’approssimazio-

ne di campo medio

In questo paragrafo viene calcolato analiticamente il tempo di conversione τ∗ per

i processi trilineari analizzati nei paragrafi precedenti in un’approssimazione di

“campo medio” [21]. Tale metodo è basato su una procedura di linearizzazione

proposta nel lavoro [48], nella quale le Hamiltoniane di interazione (3.36)-(3.40)

vengono approssimate in un modo autoconsistente da quelle ideali. Come si vedrà

nel seguito, tale procedura risulta corretta soltanto nel limite di numero di fotoni

elevato nei modi amplificati (duplicati) ed è quindi adatta a descrivere solo i pro-

cessi inversi (attenuazione e ricombinazione). La limitazione maggiore che questo

metodo presenta consiste nel fatto che descrive una conversione completa tra i

modo coinvolti nell’interazione e perciò non permette di calcolare le fluttuazioni

quantistiche del segnale in uscita e il valore del guadagno effettivo.

Il punto di partenza consiste nel riscrivere le Hamiltoniane (3.36) e (3.40) in una

forma simile alle Hamiltoniane ideali (3.19) e (3.30), ovvero

ĤI = f(a†a)Ac† + A†f(a†a)c , (3.52)

dove

A =







a(2) (PNA) ,

a(1,1) (PND)
(3.53)

e

f(x) =







(2x+ 3 − (−1)x)
1
2 (PNA) ,

(x + 1)
1
2 (PND) .

(3.54)
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Le espressioni (3.54) derivano dalla forma degli operatori di creazione a(2) e a(1,1),

in particolare quella relativa al PNA coincide per valori interi di x con la (3.8)

per G = 2 [48]. La funzione operatoriale f(a†a) sarà trattata come costante di

accoppiamento (c-numero) dipendente dal tempo, da determinarsi a posteriori in

modo autoconsistente. La Hamiltoniana (3.52) può allora essere riscritta nella

forma seguente

ĤI = f(a†a)Ac† + f(a†a− ν)A†c , (3.55)

dove è stato introdotto il numero intero ν

ν =







1 (PNA) ,

2 (PND) ,
(3.56)

allo scopo di condurre una descrizione unificata dei processi di attenuazione e

ricombinazione. L’Hamiltoniana (3.55) può essere riscritta in approssimazione

“di campo medio”, considerando cioè il valore intermedio f̄(a†a) = f(a†a − ν
2
)

tra le forme in cui compare nell’espressione (3.55) e calcolandone il valore di

aspettazione sullo stato di ingresso. Si ottiene in tal modo

ĤMF = f̄(na(τ))
[

Ac† + A†c
]

, (3.57)

dove

na(τ) = 〈a†(τ)a(τ)〉 , (3.58)

e, trascurando il termine oscillante (−1)na(τ) nella (3.54),

f̄(x) =

√

ν
(

x +
1

2

)

. (3.59)

Nella descrizione di interazione l’evoluzione temporale di un generico operatore

Ô è data da

Ô(τ) ' exp
(

iĤavτ
)

Ô exp
(

−iĤavτ
)

, (3.60)

dove Ĥav rappresenta la media temporale dell’Hamiltoniana

Ĥav =
1

τ

∫ τ

0
ĤMF (τ)dτ =

θ(τ)

τ

(

Ac† + A†c
)

, (3.61)

con

θ(τ) =
∫ τ

0
f̄(na(τ

′))dτ ′ . (3.62)
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L’evoluzione degli operatori A e c è data allora dalla semplice espressione

A(τ) = A cos θ(τ) + ic sin θ(τ) (3.63)

c(τ) = c cos θ(τ) + iA sin θ(τ) . (3.64)

A questo punto si può valutare na(τ) in modo autoconsistente. Dalla (3.63) si

ottiene

nA(τ) = 〈A†(τ)A(τ)〉 = 〈A†A〉 cos2 θ(τ) . (3.65)

Nel caso di attenuazione, il valore di aspettazione nA per segnali intensi in ingresso

(ni � 1) può essere approssimato come segue

nA = [[na/2]] ' na/2 . (3.66)

Dalle equazioni (3.62) e (3.65) si ottiene la seguente equazione integrale per na(τ)

na(τ) = ni cos2 θ(τ) = ni cos2
∫ τ

0
f̄(na(τ

′))dτ ′ . (3.67)

Differenziando tale equazione si ricava

√
νdτ = dθ

(

ni cos2 θ +
1

2

)− 1
2

. (3.68)

Dalle equazioni (3.63) e (3.67) si vede che si può arrivare alla conversione totale

tra i modi A e c (quando na = 0) al tempo τ = τ∗ tale che

θ(τ∗) =
π

2
. (3.69)

Integrando l’equazione (3.68) tra θ = 0 e θ = π
2

il tempo di conversione in funzione

del numero di fotoni in ingresso ni assume la forma

τ∗ = ν−
1
2

(

ni +
1

2

)− 1
2

K

(

ni
ni +

1
2

)

, (3.70)

dove K(k) indica l’integrale ellittico completo di Jacobi

K(k) =
∫ π

2

0
(1 − k sin2 x)−

1
2dx . (3.71)

Sfruttando il comportamento asintotico

K(k) ∼ − log
√

1 − k (3.72)
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Figura 3.7: Tempo di conversione τ∗ per i processi di generazione di sub-armonica

(a sinistra, rappresentata coi quadrati), di seconda arminica (a sinistra, rappresentata

coi cerchi), di frequenza somma (a destra, rappresentata coi quadrati) e di frequen-

ze differenza (a destra, rappresentata coi cerchi). La curva piena riporta i risultati

analitici.

per k → 1, per numeri di fotoni ni elevati si ricava l’espressione

τ∗ ∼
1

2
ν−

1
2n− 1

2 log n . (3.73)

In Fig. 3.7 è riportato l’andamento analitico (rappresentato dalla curva continua)

del tempo di conversione τ∗ in funzione del numero di fotoni in ingresso nel

caso dell’attenuatore e del ricombinatore. Come si può osservare, l’accordo con i

risultati numerici (rappresentati in figura coi cerchietti) è soddisfacente.
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Amplificatori saturabili

Questo capitolo è dedicato allo studio del funzionamento di amplificatori ottici

saturabili in un approccio basato su equazioni di Fokker-Planck. Data l’impossi-

bilità di risolvere analiticamente tali equazioni in presenza di fenomeni non lineari

di saturazione, occorre affrontare il problema numericamente. È stato quindi svi-

luppato un metodo di simulazione Monte Carlo delle equazioni di Fokker-Planck

in ottica quantistica [18, 20], descritto nel primo paragrafo. La validità di tale

metodo è stata controllata su due esempi specifici: un modello semplice di ampli-

ficatore ad onda viaggiante e l’equazione di Van Der Pol per il laser in prossimità

della soglia.

Si analizza infine il caso più interessante di amplificatori saturabili in un modello

molto sofisticato, che tiene conto in modo molto dettagliato dei meccanismi di

saturazione presenti all’interno del dispositivo, e si dimostra in particolare che il

limite quantico alla figura di rumore degli amplificatori phase insensitive lineari in

rivelazione diretta può essere ampiamente superato scegliendo in modo opportuno

i parametri di funzionamento dell’amplificatore [24].

4.1 Simulazione Monte Carlo dell’equazione di

Fokker-Planck

I metodi di simulazione Monte-Carlo sono stati introdotti recentemente in ottica

quantistica per trattare sistemi non lineari complessi. In particolare, sono stati

sviluppati metodi di simulazione Monte Carlo della funzione d’onda [38] che por-

tano a soluzioni numeriche della “master equation”, un’equazione operatoriale

64
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per la matrice densità di un sistema aperto che interagisce in modo irreversibile

con un bagno (v. capitolo 5). Questo approccio non è però adatto per numeri di

fotoni elevati perchè funziona su uno spazio di Hilbert a dimensione finita. Ciò ne

impedisce l’applicazione a molte situazioni di interesse pratico, che si presentano

ad esempio studiando laser o amplificatori ottici.

Con la sola eccezione del caso di numeri di fotoni molto piccoli, un approccio

basato su equazioni di Fokker-Planck si presta meglio del precedente a trattare

sistemi complessi senza limitazioni all’intensità dei segnali incidenti. In questo

paragrafo viene presentato un nuovo metodo numerico per risolvere le equazioni

di Fokker-Planck in ottica quantistica, basato su una simulazione Monte Carlo

dei processi di diffusione probabilistica [18, 20].

La forma più generale di equazione di Fokker-Planck è la seguente

∂P (xxx, t)

∂t
=



−
d∑

i=1

∂

∂xi
Qi(xxx) +

1

2

d∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
Dij(xxx)



P (xxx, t) . (4.1)

dove P (xxx, t) è una distribuzione di probabilità (o una quasi-probabilità) nel-

lo spazio d−dimensionale RRRd generato dai vettori xxx, mentre QQQ(xxx) e DDD(xxx) sono

rispettivamente il vettore di “drift” e la matrice di diffusione.

A seconda della forma analitica dei termini di drift e di diffusione, l’equazione di

Fokker-Planck descrive un’ampia classe di fenomeni in ottica quantistica e fornisce

un trattamento accurato delle fluttuazioni di origine quantistica in presenza di

effetti non lineari. Il vettore xxx può rappresentare ad esempio un insieme di numeri

di fotoni per distinti modi della radiazione, oppure un insieme di parti reali e

immaginarie delle ampiezze di campi complessi: il primo caso corrisponde a una

distribuzione di probabilità nella rappresentazione numero, mentre il secondo

descrive l’evoluzione di una distribuzione di probabilità di Wigner (v. paragrafo

A.2).

L’equazione di Fokker-Planck (4.1) è risolubile analiticamente soltanto in pochi

casi semplici, come ad esempio il caso di coefficienti di drift e di diffusione co-

stanti, che si vedrà nel seguito, o nel caso di drift lineare in xxx e coefficiente di

diffusione costante, che descrive il funzionamento di dispositivi lineari e verrà

analizzato nel capitolo 5. In generale, per vettori di drift e matrici di diffusione

arbitrari la (4.1) può essere risolta analiticamente al più in condizioni particola-

ri, come ad esempio il caso di regime stazionario. Nello studio del processo di

amplificazione invece interessa tipicamente valutare la dinamica del sistema nel

transiente. Lo stato stazionario infatti è unico per processi derivanti da master
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equation di tipo markoviano e corrisponde perciò all’annullamento di una qual-

siasi modulazione all’uscita del dispositivo: in condizioni di stazionarietà quindi

i meccanismi di amplificazione vengono completamente annientati. L’evoluzio-

ne completa del sistema in generale può essere trattata solo numericamente: il

metodo di simulazione Monte Carlo che verrà presentato in questo paragrafo

è stato sviluppato specificamente per studiare sistemi complessi in presenza di

meccanismi altamente non lineari, come vedremo nel corso di questo capitolo.

Tale metodo risulta particolarmente efficiente per sistemi multimodali, per i qua-

li i metodi tradizionali di integrazione diretta rendono proibitivo il calcolo delle

quantità di interesse.

Il metodo è applicabile al caso in cui sia la matrice di diffusione sia la distribu-

zione di probabilità P (xxx, t) sono positive. Nel caso più generale di probabilità

non definite positive, come ad esempio la funzione P di Glauber-Sudarshan, il

metodo può essere utilizzato quando le condizioni iniziali della quasi-probabilità

considerata e la forma della matrice di diffusione assicurano un’evoluzione positi-

va a tutti gli istanti successivi, come vedremo ad esempio nel caso dell’equazione

di Van Der Pol discussa nel paragrafo 4.3.

Per capire come funziona il metodo di simulazione consideriamo il caso unidi-

mensionale con coefficienti di drift e di diffusione costanti

∂P (x, t)

∂t
= −Q ∂

∂x
P (x, t) +D

∂2

∂x2
P (x, t) . (4.2)

La soluzione analitica della (4.2) può essere ricavata facilmente sfruttando l’e-

quazione differenziale corrispondente per la trasformata di Fourier

P̃ (k, t) =
∫ +∞

−∞
dxP (x, t)eikx , (4.3)

data da

∂P̃ (k, t)

∂t
= iQkP̃ (k, t) −Dk2P̃ (k, t) . (4.4)

La (4.4) ha soluzione

P̃ (k, t) = Ce−(Dk2−iQk)t . (4.5)

Per condizione iniziale deltiforme

P (x, 0) = δ(x− x′) , (4.6)
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il coefficiente C assume la forma C = eikx
′
e la soluzione della (4.2) è data da

P (x, t) =
1√

4πDt
exp

[

−(x− x′ −Qt)2

4Dt

]

. (4.7)

Tenendo presente la relazione

P (xxx, 0) =
∫

RRR
d dxxx

′

P (xxx
′

, 0)δ(xxx− xxx
′

) (4.8)

e sfruttando la (4.7), la soluzione dell’equazione generale (4.1) per un’evoluzione

infinitesima si può scrivere nel modo seguente

P (xxx, t+ δt) =
∫

RRR
d dxxx

′G(xxx,xxx′; δt)P (xxx′, t) , (4.9)

dove la funzione di Green G(xxx,xxx′; t), che agisce come probabilità di transizione

per P (xxx, t), è soluzione dell’equazione (4.1) con condizione iniziale deltiforme

G(xxx,xxx′; 0) = δ(xxx− xxx′), cioè

G(xxx,xxx′; δt) =
(

detDDD(2πδt)d
)−1/2 × (4.10)

exp
[

− (xxx′ − xxx +QQQδt) · (2δtDDD)−1 · (xxx′ − xxx+QQQδt)
]

.

Per ottenere l’evoluzione della probabilità a tempi finiti in linea di principio si

potrebbe iterare la (4.9) per intervalli di tempo piccoli, ma il forte dispendio di

tempo di calcolo (che è una funzione esponenziale del numero di dimensioni),

già per dimensioni d ≥ 2, rende impraticabile l’integrazione diretta. Il metodo

Monte Carlo evita il problema dell’integrazione (4.9) simulando l’evoluzione della

distribuzione di probabilità per ciascun punto xxx secondo il processo Gaussiano

rappresentato dalla funzione di Green (4.10).

La distribuzione di probabilità P (xxx, t) al generico tempo t viene descritta me-

diante un ensemble statistico finito di N configurazioni {xxx1(t), xxx2(t), . . . , xxxN(t)},
dette anche eventi, la cui densità dà appunto il profilo di P (xxx, t). Il campionamen-

to statistico della probabilità iniziale P (xxx, 0) si ottiene facilmente con algoritmi

di Metropolis [49], in grado di generare numeri casuali distribuiti secondo una

funzione assegnata.

L’evoluzione della probabilità si ottiene a partire dalla distribuzione iniziale per

passi temporali successivi. In particolare, ogni punto xi evolve dall’istante t a un

istante successivo t + δt secondo il processo Gaussiano

xxxi(t+ δt) = xxxi(t) +QQQ(xxxi(t))δt +EEE(t) , (4.11)
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doveEEE(t) rappresenta una distribuzione Gaussiana con valor medio nullo e varian-

za DDD(xxxi(t))δt, in accordo alla (4.10). Nella (4.11) i valori di QQQ(xxxi(t)) e DDD(xxxi(t))

vengono ridefiniti istante per istante in funzione dei valori assunti dalla confi-

gurazione di punti considerata {xxx1(t), xxx2(t), . . . , xxxN(t)} all’istante precedente. Il

metodo risulta pertanto equivalente a un approccio alla Langevin con un rumore

localmente Gaussiano [8].

In una dimensione la (4.11) è direttamente implementabile, utilizzando semplici

algoritmi di generazione di numeri random distribuiti secondo una Gaussiana uni-

taria. Per d > 1, nel caso in cui la matrice di diffusione nell’equazione di Fokker-

Planck (4.1) non sia diagonale, occorre operare una trasformazione ortogonale

che diagonalizza la matrice di diffusione e fattorizza cos̀ı la funzione di Green. In

questo modo i d processi di evoluzione Gaussiana diventano indipendenti tra loro

e si può quindi applicare d volte la (4.11) relativa a una dimensione.

Vediamo ora come si calcolano i valori di aspettazione delle osservabili di interesse

a partire dai dati simulati. Il valore medio 〈F (t)〉 di una generica quantità fisica è

per definizione la media della corrispondente funzione F (xxx, t) sulla distribuzione

di probabilità, ovvero:

〈F (t)〉 ≡
∫

F (xxx)P (xxx, t)dxxx . (4.12)

La corrispondente stima ottenuta con il metodo di simulazione F (t) si ottiene

mediando sull’insieme statistico degli eventi nel modo seguente

F (t) ≡ 1

N

N∑

i=1

F (xxxi(t)) . (4.13)

Il teorema del limite centrale assicura che i due valori medi (4.12) e (4.13)

coincidono nel limite N → ∞.

Per valutare correttamente gli errori associati al valor medio F (t), sono stati

considerati Nc campioni statistici (detti anche blocchi) diN eventi ciascuno e sono

state calcolate le medie per ciascun campione secondo la (4.13). Il valor medio

della quantità fisica di interesse è stato calcolato come valor medio delle medie

campionarie. Dopo aver verificato che per campioni sufficientemente popolati

le medie campionarie si distribuiscono secondo una Gaussiana, l’errore è stato

valutato come segue

εF =
1√
Nc

√
√
√
√

∑Nc
i=1

(

F (t)2 − F (t)
2)

Nc
. (4.14)
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Si noti come l’errore (4.14) sia una funzione decrescente del numero di campioni

indipendentemente dal numero delle dimensioni del sistema. Questo è un no-

tevole vantaggio del metodo di simulazione Monte Carlo rispetto agli algoritmi

di integrazione diretta, in cui l’errore cresce esponenzialmente al crescere della

dimensione d.

L’unica sorgente di errore sistematico nel metodo di simulazione presentato in

questo paragrafo è rappresentata dalla scelta del tempo di evoluzione δt (neces-

sariamente finito), dato che la funzione di Green (4.10) è soluzione esatta dell’e-

quazione di Fokker-Planck (4.1) soltanto nel limite δt → 0. Questo problema è

stato risolto facendo evolvere gli eventi statistici per intervalli temporali diversi,

scelti opportunamente a seconda della particolare equazione di Fokker-Planck in

esame, ed estrapolando poi i risultati per δt → 0 mediante una procedura di

interpolazione lineare.

Nel caso in cui esistono limitazioni alla diffusione degli eventi nello spazio consi-

derato, come vedremo ad esempio nel paragrafo 4.2, è necessario introdurre dei

vincoli al contorno. In questo lavoro sono state utilizzate delle tecniche di rifles-

sione elastica in corrispondenza delle condizioni al contorno: in questo modo gli

eventi simulati che finiscono fuori dai limiti previsti vengono “riflessi” all’interno

del dominio.

Se interessa valutare proprietà del sistema allo stato stazionario, come ad esempio

funzioni di correlazione dei campi o forme di riga (v. paragrafo 4.3), l’evoluzione

delle configurazioni deve essere condotta fino a un tempo tmax sufficientemente

lungo da garantire la stazionarietà del sistema, ma nello stesso tempo il time-step

δt deve essere mantenuto breve per limitare gli errori sistematici, e ciò comporta

un dispendio enorme di tempo di calcolo. È possibile allora ridurre i tempi di

calcolo sfruttando la proprietà di ergodicità del sistema, ovvero l’equivalenza fra

le medie sui campioni statistici e quelle temporali

lim
T→∞

1

T

∫ t+T

t
d τ x(τ) = 〈xi(t)〉 , (4.15)

valida per istanti di tempo t successivi al raggiungimento dello stato stazionario.

Sfruttando la (4.15) è sufficiente far evolvere nel tempo un solo evento e, con

accorgimenti simili al caso “dinamico”, ricavare una statistica su campioni sta-

tistici temporali: le configurazioni associate a ciascun campione temporale sono

costituite dai valori assunti da xxx durante l’evoluzione in condizioni di regime sta-

zionario. Ovviamente prima di adottare questa procedura è necessario stabilire
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con esattezza l’istante in cui il sistema è arrivato effettivamente a regime, con-

trollando la convergenza nel tempo delle quantità di interesse su un campione.

Allo scopo di controllare l’affidabilità del metodo di simulazione nei due paragrafi

che seguono vengono presi in considerazione due sistemi semplici in una e in due

dimensioni rispettivamente: i risultati ottenuti mediante la simulazione numerica

vengono messi a confronto con quelli ricavati da metodi di integrazione diretta

nel caso di una dimensione e con quelli analitici nel caso bidimensionale.

4.2 Applicazione a un modello unidimensionale

di TWOA

In questa prima applicazione del metodo di simulazione descritto nel paragrafo

precedente si considera l’equazione di Fokker-Planck unidimensionale per un laser

monomodale nel limite di grande numero di fotoni di saturazione. L’equazione

di Fokker-Planck si ricava dalla seguente master equation (si veda [65]) per gli

elementi diagonali della matrice densità nella rappresentazione numero (cioè la

probabilità pn di avere n fotoni)

C−1ṗ(t)n = − (n + 1)

[

θ2
1 + (n + 1)/n∗

+ n̄

]

pn(t)

+n

[

θ2
1 + n/n∗

+ n̄

]

pn−1(t) − n

[

θ1
1 + n/n∗

+ (n̄ + 1)

]

pn(t)

+ (n+ 1)

[

θ1
1 + (n+ 1)/n∗

+ (n̄ + 1)

]

pn+1(t) , (4.16)

dove θi = Ri/2C sono i parametri di “pompaggio” (C è il damping della cavità,

mentre R1 e R2 rappresentano i rate di iniezione degli atomi rispettivamente sul

livello eccitato e sul livello fondamentale), n∗ è il numero di fotoni di saturazione

e n̄ il numero di fotoni termici.

Se si considera la variabile n continua si possono espandere in serie di Taylor

pn−1(t) e pn+1(t) fino al secondo ordine in n nel modo seguente

pn−1(t) ' pn(t) −
∂

∂n
pn(t) +

1

2

∂2

∂n2
pn(t) , (4.17)

pn+1(t) ' pn(t) +
∂

∂n
pn(t) +

1

2

∂2

∂n2
pn(t) , (4.18)
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e, introducendo le variabili riscalate ν = n
n∗

e τ = tC, si ottiene l’equazione di

Fokker-Planck unidimensionale

∂

∂τ
P (ν, τ) = − ∂

∂ν
[Q(ν)P (ν, τ)] +

1

2n∗

∂2

∂ν2
[D(ν)P (ν, τ)] . (4.19)

I coefficienti di drift e di diffusione assumono la forma

Q(ν) = (ν + n−1
∗ )

[

n̄ + θ1(1 + ν + n−1
∗ )−1

]

− ν
[

1 + n̄+ θ2(1 + ν)−1
]

, (4.20)

D(ν) =
1

2n∗

{

(ν + n−1
∗ )

[

n̄+ θ1(1 + ν + n−1
∗ )−1

]

+ ν
[

1 + n̄+ θ2(1 + ν)−1
]}

. (4.21)

L’equazione di Fokker-Planck (4.19) fornisce un semplice modello di amplificatore

ottico ad onda viaggiante (TWOA), che si realizza fisicamente con un laser a ri-

flettività molto bassa, in modo che il segnale venga amplificato in cavità e non ne

rimanga intrappolato. Il modello può equivalentemente descrivere un amplificato-

re a fibra drogata, con un’attenuazione trascurabile del modo di pompa all’interno

del dispositivo. Si tratta comunque di un modello più sofisticato rispetto a quello

introdotto nel paragrafo 2.5, valido soltanto in regime di funzionamento lineare.

In questo modello, come è già stato anticipato nel paragrafo precedente, si in-

contra il problema della diffusione dei punti al di là dei limiti del dominio ν ≥ 0.

È necessario allora introdurre dei controlli per evitare questo inconveniente: si è

scelto di “riflettere” elasticamente all’interno del dominio gli eventi corrispondenti

a valori negativi.

In Fig. 4.1 è mostrato un esempio dell’evoluzione della distribuzione di proba-

bilità P (ν, τ) corrispondente a uno stato coerente in ingresso con 〈n̂〉0 = 100

per tre istanti di tempo successivi. Come si può osservare, la distribuzione sta

raggiungendo lo stato stazionario. Gli istogrammi rappresentano le distribuzioni

degli eventi simulati, mentre le linee continue corrispondono alle curve ottenute

con metodi di integrazione diretta della (4.19), in ottimo accordo con i risultati

della simulazione. Per questo modello, essendo unidimensionale, è stato possibile

un confronto diretto con i metodi convenzionali di integrazione numerica. Per

dimensioni maggiori invece tali metodi comportano un tale dispendio di tem-

po di calcolo (esponenziale nel numero delle dimensioni) che sono praticamente

improponibili.
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Figura 4.1: Evoluzione della distribuzione di probabilità ai tempi τ =2, 10, e 20 per uno

stato coerente in ingresso. Gli istogrammi rappresentano i risultati della simulazione,

la linea continua quelli ottenuti per integrazione numerica.

Come applicazione a un sistema reale è stato simulato il comportamento dell’am-

plificatore a onda viaggiante analizzato in [68]. I parametri di funzionamento

corrispondenti si possono ricavare dalla tabella 4.1 tenendo presenti le relazioni

A/C = θ1, B/C = θ2 e C = 2κ; è stato considerato il caso con n̄ = 0. Sono stati

calcolati in particolare il guadagno e la figura di rumore in rivelazione diretta,

mostrati nella Fig. 4.2.

Il numero di campioni statistici utilizzati nella simulazione è stato scelto in modo

da avere una statistica consistente con errori sufficientemente piccoli: come si os-

serva dalla figura le barre di errore sono quasi sempre comprese nei quadrati che

racchiudono i risultati ottenuti. Gli andamenti mostrati in questa figura risulta-
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Figura 4.2: Guadagno G e figura di rumore F in decibel (X(dB)=10 log10 X) in

funzione della potenza in ingresso per l’amplificatore ottico a onda viaggiante di [68].

no in buon accordo con quelli riportati in [68]; in quest’ultimo lavoro compaiono

però figure di rumore minori dell’unità (non fisiche), dovute a incorrettezze nel

calcolo del segnale in uscita, a cui non è stata sottratta l’emissione spontanea am-

plificata. Sono comunque evidenti valori della figura di rumore minori del limite

quantistico degli amplificatori lineari, legati a effetti non lineari di saturazione

presenti nel dispositivo. Questo risultato ha suggerito uno studio più approfondi-

to degli amplificatori in presenza di saturazione, adottando in particolare modelli

teorici più sofisticati, come si vedrà nel paragrafo 4.4.

4.3 Applicazione all’equazione di Van Der Pol

Come secondo esempio di applicazione del metodo di simulazione consideriamo

l’oscillatore di Van Der Pol, un noto e semplice modello per il laser in prossimità

della soglia [59]. L’equazione di Fokker-Planck in questo caso è bidimensionale

e descrive l’evoluzione della quasi-probabilità di Glauber-Sudarshan P (α, α∗, t)

nello schema di interazione essa è data da

∂

∂t
P (α, α∗, t) =

{

− ∂

∂α

[(

g − |α|2
)

α
]

− ∂

∂α∗

[(

g − |α|2
)

α∗
]
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+4
∂2

∂α∂α∗

}

P (α, α∗, t) . (4.22)

Nell’equazione (4.22) l’ampiezza complessa del campo α e la variabile temporale t

sono state riscalate opportunamente in modo da ottenere un solo parametro libero

g (g è un parametro di pompaggio e il valore g = 0 corrisponde alla condizione

di soglia). La matrice di diffusione è costante e positiva: per una distribuzione

iniziale definita positiva la distribuzione evoluta rimane positiva a tutti i tempi

successivi. Il metodo di simulazione può dunque essere applicato per qualsiasi

distribuzione iniziale positiva, come ad esempio per stati coerenti, per i quali

P (α, α∗) = δ(2)(α− α0). Il processo diffusivo avviene in tutto il piano complesso

senza alcuna limitazione.

Per poter applicare il metodo di simulazione Monte Carlo si effettua il cambia-

mento di variabili α = x+ iy e si ottiene l’equazione di Fokker-Planck

∂

∂t
P (x, y, t) =

{

− ∂

∂x
x
[(

g − x2 − y2
)]

− ∂

∂y
y
[(

g − x2 − y2
)]

+
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

}

P (x, y, t) . (4.23)

La matrice di diffusione assume ora forma diagonale e si può quindi applicare

direttamente la (4.11) in una dimensione alle variabili x e y.

In Fig. 4.3 è riportato un esempio dell’evoluzione a tre istanti successivi della di-

stribuzione di probabilità nel piano complesso e la relativa probabilità del numero

di fotoni. La figura è stata ottenuta a partire dallo stato di vuoto della radiazione

(P (x, y, 0) = δ(x)δ(y) è equivalente alla diffusione del solo punto zero del piano

complesso). Si noti come la diffusione sia isotropa nel campo complesso, come ci

si aspetta dalla (4.23), invariante per rotazioni nel piano complesso. Per ricavare

la distribuzione di probabilità del numero di fotoni p(n) a partire dalla funzione

P (x, y), si esprime la p(n) come trasformata di Fourier della funzione generatrice

dei momenti

p(n) =
∫ +∞

−∞
dλe−inλTr{ρeiλn̂} . (4.24)

Sfruttando la relazione [4]

: eiλa
†a :=

∞∑

l=0

(

eiλ − 1
)l

l!
a†lal , (4.25)
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Figura 4.3: Rappresentazione della funzione P nel piano complesso e distribuzione di

probabilità nel numero di fotoni per l’equazione di Van Der Pol con lo stato iniziale

vuoto, g = 8, agli istanti di tempo t = 1/10, 1/4, 1/2.

dove i due punti : indicano l’ordinamento normale degli operatori, e ricordando

che la funzione P è la generatrice dei prodotti normalmente ordinati del campo

〈a†man〉 ≡ Tr{ρa†man} ≡
∫

dx
∫

dyP (x, y)[x− iy]m[x+ iy]n , (4.26)

si ottiene

p(n, t) =
∫ +π

−π

dλ

2π
e−inλ

∫

dx
∫

dyP (x, y, t)
∞∑

l=0

(

eiλ − 1
)l

l!
(x2 + y2)l

=
∫ +π

−π

dλ

2π
e−inλ

∫

dx
∫

dyP (x, y, t)e(x2+y2)(eiλ−1) . (4.27)

Come verifica dell’affidabilità del metodo di simulazione sono stati calcolati il

numero medio di fotoni e il fattore di Fano allo stato stazionario e sono sta-

ti confrontati con le corrispondenti espressioni analitiche. Lo stato stazionario

rappresenta l’unico caso in cui l’equazione di Fokker-Planck (4.22) è risolubile
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Figura 4.4: Numero medio di fotoni 〈n̂〉 e fattore di Fano F allo stato stazionario

dell’oscillatore di Van Der Pol a confronto con i risultati analitici (curve continue).

analiticamente. La soluzione assume la forma [73]

P (α, α∗, ts) = N exp
[

−1

4

(

|α|2 − g
)2
]

. (4.28)

Scrivendo α in coordinate polari (α = reiφ), la costante di normalizzazione N che

compare nella (4.28) è data da

N ≡
∫ 2π

0
dφ
∫ ∞

0
rdr exp

[

−1

4

(

r2 − g
)2
]

=
1

π3/2[1 + erf(g/2)]
(4.29)

dove

erf(x) ≡ 2√
π

∫ x

0
e−t

2

dt . (4.30)

Sfruttando la (4.28) si calcola facilmente il numero medio di fotoni, dato dall’e-

spressione

〈n〉 = g +
2√
π

exp(−g2/4)

1 + erf(g/2)
. (4.31)

Per quanto riguarda il fattore di Fano si ha

F = 1 +
〈a†2a2〉
〈n〉 − 〈n〉 , (4.32)
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dove

〈a†2a2〉 = g2 + 2 + g
2√
π

exp(−g2/4)

1 + erf(g/2)
. (4.33)

Per calcolare i corrispondenti valori simulati è stata utilizzata la proprietà di

ergodicità del sistema, come è stato anticipato nel paragrafo 4.1. I risultati

ottenuti sono riportati in Fig. 4.4 e presentano un accordo perfetto con le curve

analitiche (curve continue), in accordo con i livelli di confidenza statistici.

Figura 4.5: Funzioni di correlazione del campo e corrispondente spettro delle fluttua-

zioni per l’oscillatore di Van Der Pol con g = 3, 7. Le curve continue sono interpolazioni

dei risultati della simulazione.

Sfruttando il comportamento ergodico del sistema sono stati infine valutati le

funzioni di correlazione del campo dopo aver raggiunto lo stato stazionario e il

corrispondente spettro delle fluttuazioni per diversi valori di g. La funzione di

correlazione del campo γ(t) è data da

γ(t) ≡ 〈a†(t+ ts)a(ts)〉
〈n(ts)〉

=
1

〈n(ts)〉
1

N

N∑

i=1

(xi(t+ ts) − iyi(t+ ts))(xi(ts) + iyi(ts)) , (4.34)

dove ts rappresenta l’istante in cui il sistema ha raggiunto lo stato stazionario.

Lo spettro delle fluttuazioni in funzione del detuning δ rispetto alla frequenza
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caratteristica della transizione è stato ottenuto attraverso la trasformata di Fou-

rier della funzione di correlazione (4.34). I risultati ottenuti sono mostrati in Fig.

4.5.

La parte dello spettro ad alte frequenze è stata tralasciata in quanto compaiono

delle oscillazioni non fisiche, dovute alle fluttuazioni statistiche a tempi brevi degli

eventi simulati. In questo caso le curve continue rappresentano semplicemente

un’interpolazione dei dati simulati.

4.4 Amplificazione al di sotto del limite quanti-

co

In questo paragrafo viene studiato in modo dettagliato il processo di amplifica-

zione in presenza di effetti non lineari di saturazione dovuti all’interazione della

radiazione con il sistema atomico all’interno del dispositivo. In un regime di satu-

razione ci si aspetta che il guadagno dell’amplificatore sia inferiore al caso lineare,

ma, come vedremo, gli effetti della saturazione consistono anche in una riduzione

delle fluttuazioni in uscita associate all’emissione spontanea presente all’interno

del sistema atomico. La coda ad alta intensità della distribuzione del numero di

fotoni viene infatti tagliata dai meccanismi stessi di saturazione [24] e ciò dà luo-

go a basse figure di rumore, molto vicine al limite ideale e comunque largamente

inferiori al limite quantico degli amplificatori lineari discusso nel capitolo 2.

Figure di rumore inferiori al limite quantico in rivelazione diretta sono state

ottenute anche in [44] in uno schema che prevede la conversione elettronica del

segnale ottico incidente e utilizza un amplificatore lineare di corrente elettronica. I

risultati di tale lavoro però si basano sull’assunzione che l’amplificatore elettronico

generi un rumore additivo indipendente dal guadagno, ed inoltre non è stata

valutata correttamente l’evoluzione dello stato di vuoto nel calcolo delle figure di

rumore.

Per poter descrivere in modo accurato i meccanismi di saturazione è stato adot-

tato un approccio basato su equazioni di Fokker-Planck derivate da Lugiato,

Casagrande e Pizzuto [60]. Nella rappresentazione della funzione di Wigner sim-

metrizzata W (z, z∗, t), dove z rappresenta il campo complesso scalato in base al
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numero di fotoni di saturazione Ns (z = α/
√
Ns), tale equazione assume la forma

k−1 ∂W (z, z∗, t)

∂t
=

{

∂

∂z

[

z

(

1 − σ
2Θ

1 + |z|2
)]

+ c.c.

− Θ

2Ns

∂2

∂z2
z2 (1 + |z|2)2 + σ2(1 + 2f)

(1 + |z|2)3
+ c.c. (4.35)

+
1

Ns

∂2

∂z∂z∗

[

1 + Θ
(1 + |z|2)2(2 + |z|2) − σ2(1 + 2f)|z|2

(1 + |z|2)3

]}

W (z, z∗, t) .

Nella (4.35) k è il damping della cavità, σ il parametro di inversione della popola-

zione atomica, Θ il parametro di cooperazione e f = γ‖/2γ⊥, dove γ‖ ≡ γ↓ + γ↑ e

γ⊥ ≡ 1
2
(γ↓ + γ↑ + η) sono i “rate” di decadimento atomico longitudinale e trasver-

so rispettivamente (γ↓ e γ↑ sono i “rate” di transizione tra i due livelli in risonanza

con la radiazione incidente, mentre η rappresenta un fattore di sfasamento dovuto

a collisioni elastiche tra atomi).

Le approssimazioni eseguite per derivare la (4.35) dalla master equation micro-

scopica si basano essenzialmente sull’ipotesi Ns ' N � 1 [37], dove N indica il

numero effettivo di atomi coinvolti nella transizione corrispondente alla frequenza

del segnale incidente (in questo modello vengono considerate soltanto transizio-

ni in perfetta risonanza con la radiazione incidente). Inoltre è stata effettuata

l’eliminazione adiabatica delle variabili atomiche, valida nel limite [40]

k << γ↓, γ↑ . (4.36)

In termini dei parametri di cooperazione e di inversione di popolazione la (4.36)

può essere espressa dalla disuguaglianza

Θ >>
1

4(1 − σ)
. (4.37)

È dunque necessario assicurarsi che la disuguaglianza (4.37) sia soddisfatta per

poter adottare la trattazione di Fokker-Planck (4.35). Abbiamo infatti verificato

che in condizioni di non validità della (4.37) si ottengono risultati non fisici, quali

figure di rumore minori dell’unità.

La scelta della rappresentazione della funzione simmetrizzata W è legata al fatto

che in questo caso, come si può osservare dalla (4.35), la matrice di diffusione

risulta definita positiva per tutti i valori dei parametri in gioco e per tutti i

valori dell’ampiezza z del campo. Data una distribuzione iniziale W (α, α∗, 0)

definita positiva (come nel caso degli stati coerenti), l’evoluzione (4.35) garantisce
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la positività della funzione di Wigner W (α, α∗, t) a tutti i tempi successivi e

si può quindi applicare il metodo di simulazione Monte Carlo presentato nei

paragrafi precedenti. L’equazione di Fokker-Planck corrispondente alla (4.35)

nella rappresentazione P , derivata in modo analogo in [60], non è invece adatta

ai nostri scopi, dato che in questo caso la matrice di diffusione può assumere

valori negativi durante l’evoluzione.

È stata condotta un’analisi del funzionamento di amplificatori saturabili in ri-

velazione diretta, nell’approssimazione di segnali quasi-monocromatici. In que-

ste condizioni l’osservabile considerata nel calcolo del guadagno e della figura di

rumore è data da

Ô = hν∆νa†a , (4.38)

dove a†a rappresenta l’operatore numero del modo a corrispondente alla fre-

quenza di picco ν del segnale incidente, e ∆ν è la larghezza di banda ottica

dell’amplificatore.

Ricordando che la funzione di Wigner W è generatrice dei prodotti simmetrizzati

del campo, il numero medio di fotoni è dato da

〈n̂(t)〉 =
1

2
〈a†a + aa†〉 − 1

2

=
∫

d2αW (α, α∗, t)|α|2 − 1

2
. (4.39)

Le fluttuazioni corrispondenti si ricavano in modo analogo a partire dai prodotti

ordinati simmetricamente e vengono calcolate nel modo seguente

〈∆n̂2(t)〉 =
∫

d2αW (α, α∗, t)(|α|4 − |α|2) − 〈n̂(t)〉2. (4.40)

È stato analizzato il caso reale di amplificatore laser a onda viaggiante citato

in [68], costituito essenzialmente da un laser a semiconduttore. A differenza

del paragrafo 4.2, in cui è stato adottato lo stesso modello del lavoro [68] per

controllare la validità del metodo di simulazione sviluppato, il dispositivo viene

qui descritto in modo molto più realistico dall’equazione di Fokker-Planck (4.35),

che tiene conto in modo più accurato dei meccanismi di saturazione presenti

all’interno del dispositivo. I parametri di funzionamento di questo dispositivo

sono riportati nella tabella 4.1.

Il legame tra i parametri caratteristici di [68] e quelli che compaiono nella (4.35) è

stato ricavato riducendo entrambi i modelli a un regime di funzionamento lineare,
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Coefficiente di emissione stimolata A 1.17 × 1012s−1

Coefficiente di assorbimento B 3.375 × 1011s−1

Costante di damping della cavità k 1.875 × 1011 s−1

Velocità della luce nel mezzo v 7.5 × 107 ms−1

Lunghezza della cavità l∗ 1.2 × 103µ m

Frequenza di picco ν 1.96 × 1014 s−1

Larghezza di banda ottica ∆ν 1.263 × 1013 s−1

Parametro di cooperazione Θ 2.01

Numero di fotoni di saturazione Ns 1.115×104

Inversione di popolazione σ 0.5522

Rapporto rate di decadimento parallelo/trasverso f 1

Fotoni per potenza incidente (hν∆ν)−1 6.1 × 105 W−1

Tabella 4.1: Parametri caratteristici dell’amplificatore saturabile del lavoro [68].

nell’approssimazione z, z∗ � 1 (che equivale alla condizione ν � 1 nel paragrafo

4.2).

La simulazione numerica della (4.35) è stata effettuata attraverso la diagonaliz-

zazione della matrice di diffusione, come accennato nel paragrafo 4.1. I segnali

in ingresso considerati sono rappresentati da stati coerenti |α0〉, per i quali la

distribuzione di probabilità iniziale assume la forma

W (α, α∗) =
1

8π
exp

[

−2 (α− α0)
2
]

. (4.41)

Le figure riportate in questo paragrafo sono state ottenute con 20 campioni stati-

stici di 1000 eventi ciascuno nella simulazione Monte Carlo, mentre l’evoluzione

della componente di emissione spontanea è stata studiata preliminarmente in

modo molto accurato, utilizzando 200 campioni statistici in modo da avere un

segnale di vuoto molto stabile.

Nella figura 4.6 è riportato l’andamento del guadagno in funzione della lunghezza

del dispositivo per tre diversi valori del segnale in ingresso. Come si può osserva-

re, si evidenziano tre regimi di funzionamento distinti e qualitativamente molto

diversi l’uno dall’altro:

i) Regime lineare per segnali deboli in ingresso e tali che che l’intensità del campo
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Figura 4.6: Guadagno in funzione della lunghezza dell’amplificatore per l’amplificatore

saturabile di tabella 4.1 per i seguenti valori del segnale incidente Sin=-20, 0.16, 10.72

dBm [S(dBm)=10log10(10
3S): il numero medio di fotoni corrispondente è dato da

〈n〉 = S/(hν∆ν)].

si mantiene molto minore del numero di fotoni di saturazione per tutta

l’evoluzione considerata (cioè z � 1 per l ≤ l∗).

ii) Regime saturante per segnali di intensità minore del numero di fotoni di

saturazione all’uscita dell’amplificatore (z < 1 per l ∼ l∗).

iii) Regime ultra-saturante per segnali che all’uscita dell’amplificatore hanno in-

tensità confrontabile con il numero di fotoni di saturazione (z ∼ 1 per

l ∼ l∗).

Nel regime lineare il guadagno aumenta esponenzialmente in funzione della lun-
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ghezza del dispositivo durante l’intera evoluzione considerata. Nel regime satu-

rante invece il guadagno comincia a risentire degli effetti di saturazione circa a

metà della lunghezza dell’amplificatore e si mantiene poi al di sotto del corri-

spondente valore in regime lineare. Nel regime ultra-saturante infine il guadagno

è praticamente saturato fin dall’inizio, raggiunge un massimo molto debole e poi

decresce.

Figura 4.7: Figura di rumore in funzione della lunghezza dell’amplificatore per gli

stessi parametri di funzionamento di Fig. 4.6.

È stata poi studiata la figura di rumore relativa ai segnali considerati nella figura

4.6. Gli andamenti sono riportati in figura 4.7. Nel regime lineare la figura di ru-

more aumenta linearmente in corrispondenza dei primi istanti dell’evoluzione, poi

tende a un valore asintotico pari a diversi decibel. Nel regime saturante invece gli

effetti di saturazione sono determinanti: la figura di rumore non è più una funzio-

ne monotona crescente della lunghezza dell’amplificatore, ma presenta un minimo
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molto profondo inferiore al limite quantico di 3dB. Nel regime ultra-saturante in-

fine la figura di rumore mostra un’ampia zona di “plateau” corrispondente circa

a 3dB prima che il guadagno abbia raggiunto la saturazione completa, oltre la

quale diventa una funzione crescente fino a l∗.

Figura 4.8: Curve di livello (in dB) per il guadagno in funzione della lunghezza

dell’amplificatore e del segnale in ingresso.

Nelle figure 4.8 e 4.9 vengono riportate le curve di livello degli andamenti del

guadagno e della figura di rumore in funzione della lunghezza dell’amplificatore e

del segnale in entrata. Come si può osservare, si delinea una vasta zona in cui la

figura di rumore risulta nettamente inferiore al limite quantico standard di 3dB,

in corrispondenza a valori discretamente elevati del guadagno. Il minimo assoluto
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corrisponde al valore

Rmin = 1.125 (0.51dB) , (4.42)

con guadagno G = 10.8 dB e lunghezza di amplificazione l = 0.6l∗. Il numero

medio di fotoni del segnale in uscita è dato approssimativamente da

Sout ' 0.7Nshν∆ν . (4.43)

Figura 4.9: Curve di livello (in dB) per la figura di rumore in funzione della lunghezza

dell’amplificatore e del segnale in ingresso.

Come abbiamo visto, gli effetti di saturazione sono determinanti per superare

il limite quantico degli amplificatori lineari. I meccanismi di saturazione infatti
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portano a una riduzione del rumore in uscita legato all’amplificazione dell’emis-

sione spontanea in quanto tagliano la coda ad alta intensità nella distribuzione

di probabilità del numero di fotoni. Le prestazioni ottimali si ottengono indivi-

duando in funzione della lunghezza di amplificazione e del segnale in ingresso un

regime di funzionamento intermedio, che abbiamo chiamato saturante, in cui gli

effetti non lineari di saturazione non limitino troppo il guadagno, ma allo stesso

tempo riducano sensibilmente le fluttuazioni. Nel caso particolare considerato

ciò corrisponde a segnali in uscita di intensità pari a circa 0.7Ns. Questi criteri

di carattere qualitativo per individuare le condizioni di miglior funzionamento

dell’amplificatore hanno validità generale e non si limitano ai valori particolari

dei parametri considerati in questo paragrafo.

Uno studio numerico estensivo al variare di Ns, Θ e σ ha mostrato che l’equazione

(4.35) è molto affidabile nel descrivere gli effetti quantistici di saturazione; per

valori elevati del numero di fotoni di saturazione e valori dei parametri Θ e σ entro

il dominio di validità (4.37) si ottengono sempre risultati che hanno significato

fisico, con figure di rumore al di sopra del limite ideale di Heisenberg.

Si noti che un amplificatore di questo genere, basato sui meccanismi di saturazio-

ne della popolazione atomica che prende parte alla transizione, rappresenta finora

il miglior tipo di amplificatore in rivelazione diretta realizzabile nella pratica. Ri-

spetto all’amplificatore phase insensitive lineare descritto nel paragrafo 2.4 infatti

esso permette di superare ampiamente il limite quantistico alla figura di rumo-

re in rivelazione diretta. Inoltre, essendo anch’esso di tipo phase insensitive (la

(4.35) è infatti invariante per rotazioni nel piano complesso), è più facilmente uti-

lizzabile di un amplificatore phase sensitive, in quanto non richiede la conoscenza

della fase dello stato coerente in ingresso.

Anche se i valori dei parametri di tabella 4.1 sono stati suggeriti dall’amplifica-

tore di [68], nel modello di Lugiato, Casagrande e Pizzuto considerato in questo

paragrafo essi non corrispondono a un laser a semiconduttore [62]. La corrispon-

denza tra i parametri di [68] e il parametro di cooperazione del presente modello

richiede la conoscenza dei valori dei rate di transizione γ↓ e γ↑; tali valori sono

stati ricavati nell’ipotesi che il numero di atomi coinvolti nella transizione N sia

dello stesso ordine di grandezza del numero di fotoni di saturazione Ns (condi-

zione richiesta per la validità del modello) e che il decadimento sia puramente

radiativo (f = 1). Entrambe queste ipotesi non sono in realtà soddisfatte piena-

mente nel caso di un dispositivo a semiconduttore. Ciò non invalida comunque

i risultati mostrati nelle figure di questo lavoro, che sono state ottenute nell’am-
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bito dei limiti di validità del modello considerato. Il modello si applica in modo

più appropriato al caso di laser a gas, in cui tipicamente la condizione (4.36) è

ampiamente soddisfatta. Sono stati fatti alcuni tentativi in questa direzione, in

modo da avere risultati direttamente applicabili a dispositivi reali, ma nel caso

dei laser a gas sia il numero di fotoni di saturazione sia il parametro cooperativo

assumono in genere valori molto più grandi di quelli riportati nella tabella 4.1

e ciò comporta problemi di precisione a livello numerico. Quest’ultimo caso è

ancora in fase di svolgimento.



Capitolo 5

Informazione quantistica in

canali di comunicazione lineari

In questo capitolo vengono analizzati gli effetti dell’inserimento di un amplifi-

catore lineare in un canale di comunicazione quantistico non ideale, in presenza

cioè di perdite lungo la linea di trasmissione e inefficienze allo stadio di rivelazio-

ne. Dopo aver introdotto i concetti che stanno alla base della teoria quantistica

dell’informazione, si dà una caratterizzazione completa di un canale di comunica-

zione quantistico, analizzando i vari stadi che lo compongono, dalla sorgente allo

stadio di rivelazione. Vengono analizzati in modo dettagliato i canali di trasmis-

sione monomodali “squeezed” con rivelazione omodina e quelli coerenti con rive-

lazione eterodina. I rivelatori eterodina ed omodina non ideali vengono descritti

in termini di misure a valori di operatori di probabilità (POM) per la funzione

di Wigner e per la distribuzione marginale di Wigner rispettivamente [26, 28],

mentre l’evoluzione quantistica dei segnali lungo la linea di comunicazione è ana-

lizzata a partire da “mappe completamente positive”. I processi di amplificazione

e attenuazione lineari vengono descritti in modo più generale rispetto al capitolo

2 in termini di master equation e di equazioni di Fokker-Planck.

Vengono generalizzati i concetti di guadagno e figura di rumore al caso di alfabeto

di dimensione arbitraria e di rivelazione non efficiente. Viene introdotta inoltre

la definizione di rumore per rivelazione di osservabili complesse e viene applicata

al caso di rivelazione eterodina. Si dimostra in particolare che l’inserimento di

un amplificatore opportuno in presenza di rivelatori non ideali può portare a

figure di rumore minori dell’unità. Si mostra inoltre come l’inserimento di un

amplificatore lineare aumenti l’informazione trasmessa sul canale soltanto nel

88
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caso in cui il canale stesso non sia ideale e il tipo di amplificatore venga scelto

opportunamente in funzione della codifica del canale e del tipo di rivelazione

effettuato allo stadio finale [25].

In conclusione del capitolo si accenna alla possibilità di realizzare processi di

amplificazione mediante meccanismi di feedback.

5.1 Canali di comunicazione quantistici

In questo paragrafo vengono introdotti alcuni concetti preliminari necessari per

una trattazione totalmente quantistica della trasmissione di informazione tra la

sorgente e un utente in un canale di comunicazione. Un canale di comunicazione

quantistico è mostrato schematicamente in Fig. 5.1.

C E D

Figura 5.1: Schema di un canale di comunicazione quantistico.

La sorgente consiste in un codificatore che opera una corrispondenza tra le lettere

θ appartenenti a un alfabeto Θ (nel quale viene codificato il messaggio prima

della trasmissione) e un insieme di operatori densità ρθ nello spazio di Hilbert

H del sistema dinamico che fa da supporto alla comunicazione. L’alfabeto Θ

può essere in generale un insieme discreto, un sottoinsieme di Rd o un insieme

misto (discreto-continuo). Le lettere dell’alfabeto θ sono distribuite secondo una

distribuzione di probabilità a priori dP (θ), la quale definisce anche la “miscela”

degli stati ρθ nel modo seguente

ρ̄ ≡
∫

dP (θ)ρθ . (5.1)

L’insieme Θ, la mappa ρθ e la distribuzione di probabilità dP (θ) costituiscono

la “codifica” del canale, indicata con C = {dP (θ), ρθ, θ ∈ Θ}. Esempi tipici di

codifica su un canale di trasmissione monomodale sono:

i) codifica numero Cn, basata sulla trasmissione di stati numero |n〉〈n| del modo

della radiazione considerato;
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ii) codifica quadratura/stati “squeezed” Cx, in cui gli stati parametrizzati ρλ

(λ ∈ R) sono stati “squeezed” corrispondenti alla quadratura X = 1
2
(a+a†)

con valor medio 〈X〉 = λ;

iii) codifica coerente Cα, che utilizza stati coerenti ρα = |α〉〈α|, α ∈ C.

Qualsiasi dispositivo inserito nella linea di comunicazione produce un’evoluzione

alla Schrödinger ρ→ ES(ρ) della matrice densità ρ che trasporta l’informazione.

Il sistema “codificatore-dispositivo” è dunque equivalente a un nuovo codificatore

che dà luogo alla codifica C ◦E = {dP (θ), ES(ρθ), θ ∈ Θ}, dove E ≡ {ρ→ ES(ρ)}
indica la mappa che descrive il dispositivo considerato.

Allo stadio finale della linea di comunicazione l’utente determina l’identità della

lettera trasmessa θ come il risultato di una misura quantistica eseguita sul siste-

ma. Tale misura è descritta in modo generale attraverso una misura a valore di

operatore di probabilità [43, 81, 67] (POM) dµ(ζ) in H per i risultati ζ ∈ Rd′ .

Una POM è una risoluzione dell’identità, ovvero

∫

dµ(ζ) = 1 (5.2)

e soddisfa la condizione di positività

dµ(ζ) ≥ 0 . (5.3)

Essa rappresenta una generalizzazione delle usuali misure a valori di proiettori

ortogonali associate alle osservabili quantistiche convenzionali. Quando la misura

viene effettuata sullo stato ρ del sistema la distribuzione di probabilità risultante

è data da

dP [ρ](ζ) ≡ Tr[ρdµ(ζ)] . (5.4)

Ciascun apparato di rivelazione è descritto da una POM; la POM infatti deriva

in generale da una misura a valori di proiettori ortogonali comprendente anche i

gradi di libertà dell’apparato di misura stesso, che alla fine vengono “tracciati”

per determinare le distribuzioni di probabilità relative al solo sistema.

Nel seguito lo stadio di rivelazione verrà indicato con D = {dµ(ζ), ζ ∈ Rd′}.
Verranno presi in considerazione due tipi di rivelazione: rivelazione omodina

Dx = {dµ(x), x ∈ R} e rivelazione eterodina Dα = {d2µ(α, ᾱ), α ∈ C}. Le POM

corrispondenti vengono descritte nel paragrafo 5.2.
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Se il rivelatore è preceduto da un dispositivo descritto dall’evoluzione di Hei-

senberg dµ → EH(dµ), il complesso “dispositivo+rivelatore” è equivalente a un

nuovo rivelatore caratterizzato dalla POM E ◦ D = {EH(dµ(ζ)), ζ ∈ Rd}. A

seconda che si consideri lo schema di Schrödinger o di Heisenberg si può quindi

enucleare l’introduzione di un dispositivo lungo la linea nello stadio di codifica o

in quello di rivelazione rispettivamente. Ad esempio l’effetto dell’inserimento di

un amplificatore nel canale di comunicazione, descritto dall’operatore di evoluzio-

ne A può essere equivalentemente trattato in termini di codifica post-amplificata

(C ◦ A) o pre-amplificazione allo stadio di rivelazione (A ◦ D).

La probabilità condizionata che il risultato della misura fornisca la lettera ζ in

corrispondenza della trasmissione della lettera θ è espressa dall’equazione (5.4)

con ρ ≡ ES(ρθ) o equivalentemente con dµ ≡ EH(dµ′).

L’informazione trasmessa lungo il canale è quantificata dalla “mutua informazio-

ne” [10, 88]

I[C ◦ E ◦ D] =
∫

dP (θ)
∫

dP [ρθ](ζ) log
dP [ρθ]

dP [ρ̄]
(ζ) , (5.5)

dove dP [ρθ]/dP [ρ̄] indica la derivata di Radon-Nikodym di P [ρθ] rispetto a P [ρ̄].

Il valore massimo della mutua informazione al variare della probabilità a priori

dP (θ) (con E : identità) è detto “capacità” C del canale

C = max
dP (θ)

I[C ◦ E ◦ D] . (5.6)

Tale valore massimo viene valutato tenendo conto di limitazioni di natura fisica

imposte dal canale che trasporta l’informazione: può essere fissata ad esempio

la potenza massima dei segnali trasmessi sul canale oppure la potenza media

della miscela di stati a priori (5.1). Nel seguito verrà considerato il vincolo

sulla potenza media tollerata dalla linea di comunicazione. Il valore massimo

globale della mutua informazione, che si ottiene variando anche il tipo di codifica

impiegato e il tipo di rivelazione allo stadio finale, è detto “capacità quantistica

ottima” del canale

Co = max
dP (θ),ρ̂θ ,dµ̂(x)

I[C ◦ E ◦ D] . (5.7)

È stato dimostrato [88, 45] che la capacità quantistica ottima corrisponde alla co-

difica numero Cn e rivelazione diretta Dn, con ρ̄ rappresentato dallo stato termico

con un numero medio di fotoni n̄ corrispondente alla potenza media tollerata
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lungo la linea. Essa è data dalla seguente espressione

C[Cn ◦ Dn] = log(1 + n̄) + n̄ log(1 + 1/n̄) . (5.8)

Dato che allo stato attuale della ricerca scientifica non è ancora stato realizzato

un metodo per produrre stati numero della radiazione (sono stati prodotti spe-

rimentalmente stati numero soltanto all’interno di cavità), un canale di questo

tipo purtroppo non è ancora disponibile. Il motivo per cui la capacità ottima

corrisponde al canale numero è legato al fatto che l’informazione viene codifica-

ta su un insieme di stati ortogonali e misurando l’osservabile diagonale su questi

stati (il numero di fotoni), in assenza di inefficienze di alcun tipo, si può ricostrui-

re l’informazione originale senza ambiguità. Ciò non succede nei casi di canale

coerente e squeezed, perchè la codifica è effettuata su stati non ortogonali e da

una singola misurazione non è quindi possibile determinare con esattezza lo stato

trasmesso nemmeno idealmente.

Nel caso di canale “squeezed” con rivelazione omodina la capacità è data dalla

seguente espressione

C[Cx ◦ Dx] = log(1 + 2n̄) , (5.9)

ottenuta mediante stati “squeezed” |λ; r〉 con parametro di “squeezing” e2r =

1 + 2n̄ e con una probabilità a priori dP (λ) che è sovrapposizione di Gaussiane

a media nulla e varianza σ2 = n̄− sinh2 r; tale probabilità assume la forma

p(λ) =
1√

2πσ2
exp

(

− λ2

2σ2

)

. (5.10)

La capacità di un canale coerente è data da

C[Cα ◦ Dα] = log(1 + n̄) , (5.11)

dove la probabilità dP (α, ᾱ) è di nuovo Gaussiana e corrisponde allo stato termico

con numero medio di fotoni n̄

Q (α, α∗) =
1

(1 + n̄)
e−

|α|2

(1+n̄) . (5.12)

Le capacità di questi tre tipi di canale sono mostrate in Fig. 5.2.

Un canale è ottimizzato (raggiunge cioè la capacità prevista teoricamente) quando

la trasmissione dei segnali lungo la linea e l’apparato di rivelazione sono ideali,

senza cioè perdite di linea o inefficienze nei fotocontatori. Inoltre la codifica e la
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Figura 5.2: Capacità dei canali numero, squeezed e coerente in funzione del numero

medio di fotoni tollerati dalla linea di trasmissione.

rivelazione devono essere anch’esse ottimizzate, nel senso che gli stati quantistici

trasmessi devono essere autostati dell’osservabile che si intende misurare: stati

numero per rivelazione diretta, stati coerenti per rivelazione eterodina, mentre

per rivelazione omodina gli stati ottimali sono opportuni stati “squeezed” (gli

autostati della quadratura, avendo energia infinita, non corrispondono a stati

fisici). Dato che la probabilità a priori dell’alfabeto viene ottimizzata in modo

da garantire un limite alla potenza media lungo la linea di trasmissione e in

condizioni ideali il canale quindi funziona già al limite della sua capacità, non c’è

alcun bisogno di amplificare i segnali trasmessi. Questo comunque rappresenta

un caso ideale.

Nel caso di canali non ideali, a causa di una corrispondenza imperfetta tra codifica

e sistema di rivelazione, di perdite di linea o di valori non unitari dell’efficienza

quantica del rivelatore (questi due ultimi casi sono inevitabili nelle applicazioni
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pratiche), un’amplificazione appropriata dei segnali può migliorare l’informazione

trasmessa e portarla al valore della capacità di canale nel limite di guadagni

infiniti, come vedremo nel paragrafo 5.4. Nel seguito analizzeremo soltanto canali

squeezed e coerenti.

5.2 Rivelazione non efficiente

Come è stato accennato nel paragrafo 2.3, un fotocontatore con efficienza quantica

η può essere schematizzato con un rivelatore ideale preceduto da un beam splitter

con trasmissività η. Sfruttando questo risultato si possono facilmente calcolare le

POM di apparati di rivelazione omodina e eterodina (descritti nei paragrafi A.3

e A.4) con fotocontatori non ideali [51, 26, 28].

Per un rivelatore omodina con un oscillatore locale molto intenso e con due foto-

contatori con la stessa efficienza quantica η la POM è una semplice convoluzione

gaussiana

dµη(x) =
∫ dx′
√

π(1 − η)/2η
exp

[

− 2η

1 − η
(x− x′)2

]

|x′〉〈x′| , (5.13)

dove |x〉 sono gli autostati della quadratura aφ alla fase φ rispetto all’oscillatore

locale. Per η = 1 si ritrova la misura a valori di proiettori ortogonali dµ(x) =

dx|x〉〈x| del rivelatore omodina ideale.

Per un rivelatore eterodina non ideale, supponendo che l’efficienza quantica η sia

indipendente dalla frequenza nella banda che comprende la frequenza del segnale

incidente e la frequenza del modo immagine, la POM è ancora una convoluzione

Gaussiana della POM ideale |α〉〈α|, cioè

d2µη(α, α
∗) =

d2α

π

∫
d2α′

π(1 − η)/η
exp

[

− η

1 − η
|α− α′|2

]

|α′〉〈α′| . (5.14)

Come si osserva dalle equazioni (5.13) e (5.14) e come apparirà più chiaro nel

seguito dall’espressione della distribuzione di probabilità corrispondente, l’effetto

di inefficienze ai fotocontatori è quello di fornire una distribuzione di probabilità

per l’osservabile rivelata più allargata, e quindi più “rumorosa” rispetto al caso

di rivelatori ideali.

Le POM (5.13) e (5.14) possono essere scritte in modo più conveniente in termini
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di POM di funzioni di Wigner espresse dalla relazione

Ws(α, α
∗) ≡ Tr

{

d2ws(α, α
∗)

d2α

}

, (5.15)

con

d2ws(α, α
∗) ≡ d2α

π

∫
d2β

π
eαβ̄−ᾱβ+ 1

2
s|β|2D(β) , (5.16)

dove D(β) rappresenta l’operatore di spostamento definito nel paragrafo A.1. La

distribuzione di probabilità associata alla POM (5.16) è la funzione di Wigner

corrispondente al parametro di ordinamento s ed è definita positiva per s ≤ −1.

Confrontando le equazioni (5.14) e (5.16) si dimostra facilmente che

d2µη(α, ᾱ) = d2w1−2η−1(α, ᾱ) . (5.17)

La corrispondenza (5.17) è ben definita, dato che 1 − 2η−1 ≤ 1 per η < 1.

Introducendo il cambiamento di variabili α = x+ iy, la POM omodina può essere

scritta come POM marginale (integrata cioè in una dimensione) di d2ws, ovvero

dµs(x) =
∫ dy

π

d2ws(x, y)

dxdy
, (5.18)

con s = 1 − η−1. Si noti che, anche se la funzione di Wigner è definita positiva

solo per s ≤ −1, la funzione marginale corrispondente è definita positiva per

s ≤ 0 e ciò rende valida la corrispondenza (5.18) per qualsiasi η ≤ 1. La (5.18)

fornisce dunque la POM per la quadratura X a φ = 0. La POM relativa a una

generica quadratura aφ si ricava in modo analogo integrando marginalmente nel

piano complesso lungo la direzione corrispondente alla quadratura coniugata.

5.3 Equazioni di evoluzione per un sistema li-

neare aperto

In questo paragrafo vengono brevemente introdotte le equazioni di evoluzione

per il segnale lungo la linea di trasmissione in presenza di dispositivi lineari ge-

nerici, attivi (amplificatori) e passivi (perdite), trattati in generale come sistemi

aperti [31]. Un amplificatore ad esempio può essere pensato come un sistema

aperto, in cui il modo amplificato (di segnale) della radiazione interagisce con

altri modi (amplificatore parametrico) oppure con gradi di libertà “di materia”
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(amplificatore a mezzo attivo). I modi di pompa forniscono l’energia necessaria

all’amplificazione, mentre modi idler garantiscono le condizioni di risonanza. An-

che il beam splitter e il generico attenuatore sono sistemi aperti, in cui il modo

di segnale viene gradatamente disperso in modi esterni.

L’evoluzione dinamica della matrice densità ρ di un sistema aperto si ottiene

tracciando parzialmente sui gradi di libertà di tutti i modi esterni (di pompa o

idler) ed è descritta da una mappa della forma

ρt = ES(ρ) ≡ TrP
[

Ut ρP ⊗ ρU †
t

]

, (5.19)

dove Ut è un operatore unitario e ρP è la matrice densità per il “probe” (id-

ler+pompa appunto).

La (5.19) si riferisce allo schema di Schrödinger. In schema di Heisenberg l’e-

quazione corrispondente alla (5.19) dà luogo all’evoluzione per la POM, definita

attraverso il duale EH = E∨
S dalla traccia (5.4). La mappa di Heisenberg EH è

una mappa che conserva la normalizzazione e trasforma POM in POM (questo

tipo di mappa è detta mappa “completamente positiva”, in quanto conserva la

positività dell’operatore su cui agisce). La mappa di Schrödinger invece descri-

ve l’evoluzione della matrice densità, conservandone la positività, la traccia e le

combinazioni lineari convesse.

In termini dell’operatore unitario Ut la mappa EH può essere scritta come segue

dµt = EH(dµ) = TrP
[

ρP ⊗ 1̂U †
t 1̂ ⊗ dµUt

]

. (5.20)

Le versioni “infinitesime” delle equazioni (5.19) e (5.20) vengono usualmente dette

master equation ed equazione di Langevin rispettivamente.

È stato dimostrato che la forma più generale di master equation è del tipo [54]

dρ = dES(ρ) =
∑

k

D[Ak]ρ , (5.21)

con

D[A]ρ ≡ AρA† − 1

2

{

A†A, ρ
}

. (5.22)

Nella (5.22) { , } indica l’anticommutatore e Ak rappresenta un operatore in ge-

nerale complesso. D[A] è anche detto “super-operatore”, in quanto operatore di

operatori.

L’equazione di Langevin corrispondente alla (5.21) assume la forma

d dµ = dEH(dµ) =
∑

k

D∨[Ak]dµ , (5.23)
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con

D∨[A]dµ ≡ A†dµA− 1

2

{

A†A, dµ
}

. (5.24)

Quando esiste una rappresentazione differenziale dell’equazione di Langevin si

può ricavare un’equazione di Fokker-Planck, la cui forma esplicita dipende in

generale dalla forma analitica della POM considerata e coincide con l’equazione

differenziale che descrive l’evoluzione della distribuzione di probabilità. Per le

funzioni di Wigner Ws(α, α
∗) esiste una rappresentazione differenziale per tutti i

“super-operatori” che sono funzioni polinomiali di a e a† (i calcoli espliciti sono

riportati nel paragrafo A.2). In tabella 5.1 sono riportate le rappresentazioni di

Wigner per la moltiplicazione di ρ per a and a† a sinistra (L) e a destra (R) e le

regole di composizione per ottenere la rappresentazione di un monomio qualsiasi.

Super-operatore Rappresentazione di Wigner

L[a]
.
= a· α− 1

2
(s− 1)∂ᾱ

L[a†]
.
= a†· ᾱ− 1

2
(s+ 1)∂α

L[O1O2] = L[O1]L[O2]

Super-operatore Rappresentazione di Wigner

R[a]
.
= ·a α− 1

2
(s+ 1)∂ᾱ

R[a†]
.
= ·a† ᾱ− 1

2
(s− 1)∂α

R[O1O2] = R[O2]R[O1]

Tabella 5.1: Super-operatori di moltiplicazione a sinistra (L) e a destra (R) e

rappresentazioni di Wigner corrispondenti.

L’equazione di Fokker-Planck per la POM omodina è detta anche equazione di

Ornstein-Uhlenbeck e si ottiene a partire dalla rappresentazione di Wigner at-

traverso l’integrazione marginale (5.18), sfruttando l’annullamento della Ws (che

decade in modo esponenziale) all’infinito. Per esempio, l’equazione di Ornstein-

Uhlenbeck per D[a] si ottiene nel modo seguente

∫ ∞

−∞
dy
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dvdu

4π2
e

s
8
(u2+v2)Tr

[

D[a]eiu(X−x)+iv(Y −y)
]

=
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∫ ∞

−∞

dy

π

[
1

2
(∂xx+ ∂yy) +

1 − s

8
(∂2
xx + ∂2

yy)
]

Ws(x, y) =

(
1

2
∂xx+

1 − s

8
∂2
xx

)∫ ∞

−∞

dy

π
Ws(x, y) , (5.25)

dove a = X + iY rappresenta la decomposizione di a nelle due quadrature

canoniche (corrispondenti a φ = 0 e φ = π/2) e α = x + iy.

Si noti che non tutti gli operatori che hanno una forma differenziale ben definita

in rappresentazione di Wigner ammettono anche una rappresentazione margina-

le. L’operatore α∂α = 1
2
(x + iy)(∂x − i∂y), per esempio, possiede termini lineari

in y che non possono essere integrati. D’altra parte, uno stesso operatore diffe-

renziale di Ornstein-Uhlenbeck può essere ricavato come rappresentazione margi-

nale di operatori di Wigner diversi. La rappresentazione di Ornstein-Uhlenbeck

non è dunque né iniettiva né definita su tutta l’algebra dei super-operatori, al

contrario della rappresentazione di Wigner. Nella tabella 5.2 sono riportate le

rappresentazioni dei super-operatori utilizzati in questo capitolo.

Nel seguito verranno considerate soltanto equazioni di Fokker-Planck relative a

dispositivi lineari, caratterizzate da un vettore di dritf lineare nelle variabili di

campo e da un coefficiente di diffusione costante

∂tWs(α, α
∗; t) =

[

Q(∂αα + ∂ᾱα
∗) + 2Ds∂

2
αᾱ

]

Ws(α, α
∗; t) . (5.26)

Un’equazione di questo tipo è risolubile analiticamente e ammette la seguente

soluzione Gaussiana

Ws(α, α
∗; t) =

1

π∆2
s(t)

exp

[

−|α− α0e
−Qt|2

∆2
s(t)

]

, (5.27)

dove

∆2
s(t) =

Ds

Q
(1 − e−2Qt) + ∆2

s(0)e−2Qt . (5.28)

L’equazione marginale corrispondente assume la forma

∂tPs(x; t) =
[

Q∂xx +
1

2
Ds∂

2
xx

]

Ps(x; t) , (5.29)

e possiede anch’essa soluzione Gaussiana, data da

Ps(x; t) =
1

√

2πd2
s(t)

exp

[

−(x− x0e
−Qt)2

2d2
s(t)

]

, (5.30)
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Super-operatore Rappresentazione di Wigner Marginale-X

D[a] 1
2
(∂αα+ ∂ᾱα∗) + 1−s

2
∂2

αᾱ
1
2
∂xx+ 1−s

8
∂2

xx

D[a†] − 1
2
(∂αα+ ∂ᾱα∗) + 1+s

2
∂2

αᾱ − 1
2
∂xx+ 1+s

8
∂2

xx

[a2, ·] 2α∂ᾱ − s∂2
ᾱᾱ —

[a†
2
, ·] −2α∗∂α + s∂2

αα —

[a, [a, ·]] ∂2
ᾱᾱ

1
4
∂2

xx

[a†, [a†, ·]] ∂2
αα

1
4
∂2

xx

D[aφ] 1
4
∂2

αᾱ − 1
8
(e2iφ∂2

αα + e−2iφ∂2
ᾱᾱ) 1

8
sin2 φ∂2

xx

[a2 − a†2, ·] 2(α∂ᾱ + α∗∂α) − s(∂2
αα + ∂2

ᾱᾱ) 2∂xx− 1
2
s∂2

xx

i[Y, a · + · a†] 1−s
4

(∂2
ᾱᾱ + ∂2

αα) + 1−s
2
∂2

αᾱ + 1
2
(α∂ᾱ + α∗∂α + ∂αα+ ∂ᾱα∗) ∂xx+ 1−s

4
∂2

xx

i[X,−ia · + · ia†] 1−s
4

(∂2
ᾱᾱ + ∂2

αα) + s−1
2
∂2

αᾱ + 1
2
(α∂ᾱ + α∗∂α − ∂αα− ∂ᾱα∗) 0

i[Y, a† · + · a] − 1+s
4

(∂2
ᾱᾱ + ∂2

αα) − 1+s
2
∂2

αᾱ + 1
2
(α∂ᾱ + α∗∂α + ∂αα+ ∂ᾱα∗) ∂xx− 1+s

4
∂2

xx

i[X, ia† · − · ia] − 1+s
4

(∂2
ᾱᾱ + ∂2

αα) + 1+s
2
∂2

αᾱ + 1
2
(α∂ᾱ + α∗∂α − ∂αα− ∂ᾱα∗) 0

i[Y, [a†, ·]] − 1
2
(∂2

αα + ∂2
αᾱ) − 1

4
∂2

xx

i[X, [ia†, ·]] 1
2
(−∂2

αα + ∂2
αᾱ) 0

i[Y, [a, ·]] 1
2
(∂2

ᾱᾱ + ∂2
αᾱ) 1

4
∂2

xx

i[X, [−ia, ·]] 1
2
(∂2

ᾱᾱ − ∂2
αᾱ) 0

Tabella 5.2: Super-operatori di master equation e loro rappresentazioni differenziali

di Wigner e marginale-X.

con

d2
s(t) =

Ds

2Q
(1 − e−2Qt) + d2

s(0)e−2Qt . (5.31)

Si noti che i termini di diffusione nelle (5.26) e (5.29) dipendono in generale dal-

l’efficienza quantica del rivelatore attraverso il parametro s, mentre il termine

di drift ne è indipendente. Ciò significa che un rivelatore omodina o eterodina

inefficiente ovviamente non produce alcun effetto rispetto al rivelatore ideale sul

valore medio dell’osservabile misurata, che come si osserva dalle soluzioni (5.27)

e (5.30) è legato al solo coefficiente di drift, mentre ne altera in generale la lar-

ghezza della distribuzione di probabilità, che è proporzionale alle varianze (5.28)

e (5.31). Per termini di drift negativi Q < 0, che come vedremo nei prossimi pa-

ragrafi corrispondono a un processo di amplificazione, sono ammessi coefficienti

di diffusione Ds anch’essi negativi, senza violare la positività della varianza nelle

(5.28) e (5.31) durante l’evoluzione.
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Nel seguito vedremo che le equazioni (5.26) e (5.29) descrivono diversi disposi-

tivi lineari, e le soluzioni Gaussiane (5.27) e (5.30) modellizzano sia la codifica

coerente che quella “squeezed” (i parametri delle distribuzioni di probabilità per

questi tipi di codifica sono riportati in tab. 5.3).

Stato coerente Stato termico dP (α, α∗)

Rappr. di Wigner Rappr. di Wigner Canale coerente

α0 α 0 0

∆2
s(0) 1

2
(1 − s) 1

2
(1 − s) + n̄ n̄

Stato squeezed Sovr. termica dP (λ)

Rappr. marginale-X Rappr. marginale-X Canale quadratura

x0 λ 0 0

d2
s(0) 1

4
( 1

1+2n̄
− s) 1

4
(1 − s) + n̄

2
n̄(n̄+ 1)/2n̄+ 1

Tabella 5.3: Valori iniziali di medie e varianze delle distribuzioni gaussiane relative

alle eq. (5.27) e (5.30), corrispondenti alla codifica ottimale che raggiunge la capacità

di canale.

5.4 Figura di rumore e informazione mutua

Tenendo conto di quanto esposto nei precedenti paragrafi di questo capitolo, è

necessario introdurre delle definizioni più generali di guadagno e figura di rumore

per un amplificatore (o attenuatore) rispetto a quelle date nel paragrafo 2.1,

adatte solo al caso di alfabeto binario e di rivelazione ideale. Le definizioni che

vengono introdotte nel seguito, valide per alfabeto di dimensione arbitraria e

per rivelazione non efficiente, comprendono quelle del paragrafo 2.1 come casi

particolari.

Come è già stato accennato, sia il guadagno che la figura di rumore di un dispo-

sitivo inserito in un canale di comunicazione quantistico dipendono in generale

dall’intera configurazione della linea, cioè dal tipo di codifica e dal tipo e dal grado

di efficienza dell’apparato di rivelazione. Il guadagno è dato, come abbiamo visto

nel paragrafo 2.1, dal rapporto tra il segnale in uscita e quello in ingresso, dove

per segnale si intende l’ampiezza della modulazione S ≡ Tr{∆ρÔ} dell’operatore

rivelato Ô rispetto a uno stato di riferimento ρ0 (∆ρ = ρ − ρ0), che usualmente
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è rappresentato dal vuoto. Per rivelazione omodina ed eterodina il guadagno è

definito rispettivamente come segue

g[∆ρ, E ◦ D(η)
x ] =

Tr[∆ρEH(Xη)]

Tr[∆ρXη]
, (5.32)

g[∆ρ, E ◦ D(η)
α ] =

Tr[∆ρEH(Zη)]

Tr[∆ρZη]
, (5.33)

dove Xn
η =

∫∞
−∞ dµη(x)x

n, e analogamente Zn
η =

∫

d2µη(α, α
∗)αn. D’ora in avanti

verrà adottato lo schema di Heisenberg. Si noti che per rivelazione eterodina il

guadagno è in generale complesso e possiede informazioni sulla fase del campo.

La figura di rumore, come abbiamo visto, descrive la degradazione del rapporto

segnale-rumore all’interno del dispositivo e dipende anch’essa dal tipo di codifica

e di rivelazione. Per modulazione on-off e segnali binari abbiamo visto che il

rumore viene calcolato come media tra gli stati (a priori equiprobabili) ρ e ρ0.

Nel caso più generale di un alfabeto di dimensione arbitraria corrispondente a

una matrice ρ̄ definita dall’equazione (5.1), il rumore viene valutato come media

sulle probabilità a priori dell’alfabeto, cioè

N [Cx ◦ D(η)
x ] =

∫

dP (θ)〈∆X2
η 〉ρθ

= 〈∆X2
η 〉ρ̄ − ∆〈Xη〉2ρθ

, (5.34)

dove

〈∆Ô2〉ρ = Tr(ρÔ2) − [Tr(ρÔ)]2 (5.35)

e

∆f 2(θ) =
∫

dP (θ)f 2(θ) − [
∫

dP (θ)f(θ)]2 . (5.36)

Se il dispositivo è lineare il guadagno per definizione non dipende da θ, e la figura

di rumore assume la forma più semplice

R[Cx ◦ E ◦ D(η)
x ] =

N [Cx ◦ E ◦ D(η)
x ]

N [Cx ◦ D(η)
x ]

1

g2
. (5.37)

Nel caso di rivelazione eterodina occorre una definizione opportuna di rumore

associato a una variabile complessa, ottenuta dalla rivelazione congiunta di due

variabili reali. Richiediamo che per definizione il rumore sia una quantità reale

e dovrà quindi tener conto delle fluttuazioni corrispondenti sia alla parte reale
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che alla parte immaginaria dell’osservabile in esame. Si hanno allora in gene-

rale due valori per il rumore, che corrispondono agli autovalori della matrice

bidimensionale di elementi

Cij = 〈xixj〉 − 〈xi〉〈xj〉 , (5.38)

dove x1 ≡ x e x2 ≡ y corrispondono alle parti reale e immaginaria dell’osservabile

considerata. Diagonalizzando la matrice (5.38) e tenendo presente le relazioni

〈|α|2〉 − |〈α〉|2 = C11 + C22 , (5.39)

〈∆α2〉 = C11 − C22 + i(C12 + C21) , (5.40)

i due valori del rumore nel caso di rivelazione eterodina assumono la forma

1

2

[

〈|Z|2η〉ρθ
− |〈Zη〉ρθ

|2 ± |〈∆Z2
η〉|
]

, (5.41)

dove |Z|2η =
∫

d2µη(α, ᾱ)|α|2. Per dispositivi “isotropi” nella fase del campo,

come l’amplificatore phase insensitive o il beam splitter, 〈∆Z2
η〉 = 0 e il rumore

è dato semplicemente da

N [Cα ◦ D(η)
α ] =

1

2

[

〈∆|Z|2η〉ρ̄ − ∆|〈Zη〉ρθ
|2
]

, (5.42)

con

〈∆|O|2〉ρ = Tr(ρ|O|2) − |Tr(ρO)|2 , (5.43)

e

∆|f(θ)|2 =
∫

dP (θ)|f(θ)|2 − |
∫

dP (θ)f(θ)|2 . (5.44)

Per amplificatori lineari la figura di rumore in rivelazione eterodina è definita in

modo analogo alla (5.37).

I valori medi della quadratura e del campo allo stadio di rivelazione si calcolano

integrando la variabile considerata secondo la (5.27) e la (5.30) rispettivamente

e si ottiene

〈x〉 =
∫ +∞

−∞
dxPs(x;T )x = x0 exp(−QT ) (5.45)

e

〈α〉 =
∫

C
d2αWs(α, α

∗;T )α = α0 exp(−QT ) , (5.46)
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dove T rappresenta il tempo di evoluzione all’interno del dispositivo lineare inse-

rito lungo la linea. Se si prende lo stato di vuoto come riferimento, il guadagno

è dato da

g = exp(−QT ) (5.47)

sia per rivelazione coerente che per rivelazione omodina e dipende solo dal coef-

ficiente di drift. Le equazioni (5.26) e (5.29) descrivono quindi un processo di

amplificazione lineare per Q < 0 e un processo di attenuazione lineare per Q > 0.

Calcoliamo ora la figura di rumore per il canale “squeezed” con rivelazione omo-

dina inefficiente. Mediante semplici integrazioni gaussiane e utilizzando la tabella

5.3 si ottiene

〈∆X2
η 〉ρ̄ =

Ds

2Q
+ e−2QT

[

n̄

2
+

1

4
(1 − s) − Ds

2Q

]

(5.48)

e

∆〈Xη〉2ρθ
= e−2QT

[
n̄

2
+

1

4

(

1 − 1

1 + 2n̄

)]

. (5.49)

Ricordando che s = 1−η−1 e utilizzando la definizione (5.34) si ricava facilmente

la figura di rumore

R[Cx ◦ E ◦ D(η)
x ] = 1 +

η(1 + 2n̄)

1 + 2n̄(1 − η)

2D1−η−1

Q
(g−2 − 1) . (5.50)

Nel caso di canale coerente con rivelazione eterodina, considerando un dispositivo

lineare isotropo, si ottiene

〈∆|Z|2η〉ρ̄ =
Ds

Q
+ e−2QT

[

n̄ +
1

2
(1 − s) − Ds

Q

]

(5.51)

e

∆|〈Zη〉ρθ
|2 = n̄e−2QT . (5.52)

Utilizzando poi la relazione s = 1− 2η−1 e la definizione (5.42) si ricava la figura

di rumore

R[Cα ◦ E ◦ D(η)
α ] = 1 + η

D1−2η−1

Q
(g−2 − 1) . (5.53)

Quando l’apparato di rivelazione è ideale la figura di rumore, come abbiamo visto

nel paragrafo 2.1, è limitata inferiormente dal valore ideale di Heisenberg R = 1.
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Nelle espressioni (5.50) e (5.53) invece si possono ottenere per un amplificatore

lineare (Q < 0) figure di rumore R < 1 nel caso di valori negativi del coeffi-

ciente di diffusione D1−η−1 , che corrispondono a valori di η non unitari, come

vedremo più in dettaglio nel prossimo paragrafo. La figura di rumore può allora

essere minore di 1 per rivelazione inefficiente (η < 1), e soltanto in questo ca-

so un preamplificatore opportunamente scelto può migliorare le prestazioni del

rivelatore.

Per rivelazione ideale, un amplificatore ideale ha figura di rumore unitaria e cor-

risponde a un puro termine di drift (negativo) nelle (5.26) e (5.29), senza termini

diffusivi. Un’equazione di Fokker-Planck di questo tipo, con il solo termine di

drift lineare, riscala semplicemente le distribuzioni di probabilità (5.27) e (5.30)

senza alterarne la forma, e dà quindi un puro riscalamento della POM

AH [dµ(x)] = dµ(g−1x) (5.54)

nel caso di rivelazione omodina e

AH [dµ(α, α∗)] = dµ(g−1α, g−1α∗) (5.55)

nel caso di rivelazione eterodina. Un semplice riscalamento della POM, oltre a

non degradare il rapporto segnale-disturbo, lascia anche invariata la mutua infor-

mazione, come verrà dimostrato in seguito. Per rivelazione ideale un amplificatore

può allora soltanto degradare o nella migliore delle ipotesi lasciare inalterate la

figura di rumore e la mutua informazione, mentre sono possibili miglioramenti

solo per η < 1.

Calcoliamo ora la mutua informazione per il canale “squeezed”/quadratura in

presenza di un generico dispositivo lineare descritto dall’equazione (5.26). Ap-

plicando la definizione (5.5) e utilizzando la soluzione (5.30) e la tabella 5.3 si

ottiene

I[Cx ◦ E ◦ D(η)
x ] =

1

2
log




1 +

n̄(n̄ + 1)/(2n̄+ 1)
D1−η−1

2Q
(g−2 − 1) + 1

4

(

η−1 − 2n̄
1+2n̄

)




 . (5.56)

Per il canale coerente si procede in modo analogo e si ricava l’espressione

I[Cα ◦ E ◦ D(η)
α ] = log




1 +

n̄
D1−2η−1

Q
(g−2 − 1) + η−1




 . (5.57)
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Analizziamo prima di tutto i due casi limite delle espressioni (5.56) e (5.57): quello

di rivelazione ideale e quello di rivelazione non ideale in assenza di dispositivi

lungo la linea.

i) Per rivelazione omodina e eterodina ideali si ottiene rispettivamente

I[Cx ◦ E ◦ Dx] =
1

2
log



1 +
4n̄(n̄+ 1)/(2n̄+ 1)

2(2n̄+ 1)D0

Q
(g−2 − 1) + 1



 (5.58)

e

I[Cα ◦ E ◦ Dα] = log



1 +
n̄

D−1

Q
(g−2 − 1) + 1



 . (5.59)

Come è già stato anticipato in questo caso, che corrisponde al canale già ottimiz-

zato in partenza, la mutua informazione rimane inalterata al valore della capacità

di canale se viene inserito nella linea un amplificatore ideale (con coefficiente di

diffusione nullo), mentre può solo peggiorare se il dispositivo non è ideale.

ii) Per rivelazione non efficiente in assenza di amplificatori o perdite lungo la

linea di trasmissione (g = 1) la mutua informazione assume la forma

I[Cx ◦ D(η)
x ] =

1

2
log

[

1 + 4
n̄(n̄ + 1)η

1 + 2n̄(1 − η)

]

(5.60)

e

I[Cα ◦ D(η)
α ] = log [1 + ηn̄] . (5.61)

e risulta comunque degradata rispetto alla capacità di canale. In base alle consi-

derazioni fatte nei paragrafi precedenti questo risultato era del tutto prevedibile:

dato che l’effetto di inefficienze allo stadio di rivelazione è quello di allargare la

distribuzione di probabilità dell’osservabile considerata, la probabilità di com-

mettere errori nel determinare lo stato trasmesso aumenta e quindi l’informa-

zione mutua diminuisce. Soltanto in questo caso allora, come si osserva anche

dalle equazioni (5.56) e (5.57), l’introduzione di un amplificatore può aumentare

la mutua informazione.

Nel prossimo paragrafo vedremo che per migliorare la mutua informazione in

questo caso occorre un amplificatore in accordo con la POM di rivelazione: è

necessario perciò utilizzare un amplificatore di quadratura (phase sensitive) per

rivelazione omodina e un amplificatore coerente (phase insensitive) per rivelazione

eterodina.
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5.5 Master equation per amplificatori lineari

In questo paragrafo vengono descritte le master equation che corrispondono ad

amplificatori ed attenuatori lineari e si mostrerà in particolare come vanno scelti

i parametri di funzionamento per ottenere dispositivi ideali.

Consideriamo innanzi tutto il caso dell’amplificatore lineare phase insensitive.

Tale amplificatore è descritto dalla seguente master equation

∂tρt = 2
[

AD[a†] +BD[a]
]

ρt , (5.62)

dove il super-operatore D è definito nell’equazione (5.21). Il dispositivo è phase

insensitive come conseguenza dell’invarianza D[ae−iφ] = D[a] nella master equa-

tion. Il caso B > A descrive un processo di attenuazione, mentre A > B dà luogo

all’amplificazione.

Questa trattazione è più generale di quella presentata nel capitolo 2, in quanto

tutti i gradi di libertà esterni coinvolti nei processi di amplificazione e attenua-

zione vengono eliminati mediante l’operazione di traccia e viene cos̀ı descritta

la dinamica del solo modo di segnale, che dipende dal particolare sistema fisico

considerato solo attraverso la forma dei parametri A e B. Ritroviamo ad esempio

come caso particolare l’amplificatore a mezzo attivo in regime lineare descritto nel

paragrafo 2.5 quando A e B sono proporzionali rispettivamente alle popolazioni

atomiche dei livelli superiore e inferiore corrispondenti alla frequenza di risonanza

con il segnale [90]. Per A = Γ
2
m̄ e B = Γ

2
(m̄+1), invece, la stessa master equation

(5.62) descrive il processo di attenuazione di un modo del campo con vita media

del fotone Γ−1 verso lo stato termico con numero medio di fotoni m̄.

L’equazione (5.62) ha la seguente soluzione [16]

ρt = TrP [Ut ρ⊗ ν U †
t ] , (5.63)

con

Ut =







exp[− arctan
√
eΓt − 1(ab† − a†b)] (B > A) ,

exp[−arctanh
√

1 − e−Γt(a†b† − ab)] (A > B) ,
(5.64)

dove Γ/2 = |A−B| e ν rappresenta lo stato termico del modo idler b con numero

medio di fotoni m̄ = min{A,B}/|A−B| (A e B sono necessariamente non nega-

tivi, altrimenti il modo idler avrebbe un numero medio di fotoni negativo). Nel

caso in cui A > B l’equazione (5.62) descrive anche un processo di amplificazione



5.5 Master equation per amplificatori lineari 107

parametrica con modo idler termico (si ritrova l’amplificatore phase insensitive

del paragrafo 2.4 per idler vuoto: B = 0). Il caso B > A descrive invece un

processo di attenuazione lineare che coincide con la trattazione sviluppata nel

paragrafo 2.3 nel caso di idler vuoto (A=0).

Dalla tabella 5.2 si ottiene facilmente la rappresentazione di Wigner dell’equa-

zione (5.62) in forma di equazione di Fokker-Planck (5.26) con

Q = B − A (5.65)

e

Ds =
1

2
[A+ B + s(A− B)] . (5.66)

Per rivelazione eterodina ideale (s = −1) il dispositivo è ideale per B = 0 (am-

plificatore phase insensitive ideale). Al contrario, il caso di attenuazione lineare

non è mai ideale. Per rivelazione eterodina inefficiente il coefficiente di diffusione

può diventare negativo e l’amplificatore può in tal caso migliorare il rapporto

segnale-disturbo quando A− B > ηA.

La mutua informazione per un canale coerente è data da

I[Cα ◦ A ◦ D(η)
α ] = log



1 +
n̄

(
A

B−A
+ η−1

)

(g−2 − 1) + η−1



 (5.67)

dove g = exp[(A−B)t].

Nel limite di guadagni infiniti la (5.67) diventa

I[Cα ◦ A ◦ D(η)
α ] = log

[

1 + n̄
A−B

A

]

+O(g−2) (5.68)

e la capacità di canale viene raggiunta soltanto con l’inserimento di un amplifica-

tore ideale per rivelazione eterodina (B = 0). Confrontando la (5.61) e la (5.68)

si può osservare che l’informazione mutua viene comunque aumentata, anche se

non raggiunge la capacità di canale, soltanto per A− B > ηA; in caso contrario

l’inserimento di un amplificatore lungo la linea ha il solo effetto di degradare

ulteriormente la mutua informazione.

Come abbiamo visto, l’amplificatore phase insensitive descritto dalla (5.62) può

essere reso ideale per rivelazione eterodina, in modo che la POM venga riscalata

esattamente, e nel limite di guadagni infiniti è in grado di recuperare completa-

mente sia il valore iniziale del rapporto segnale-disturbo sia la perdita di informa-

zione dovuta alle inefficienze dei fotorivelatori. L’amplificatore phase insensitive



108 Capitolo 5

si accorda con la rivelazione eterodina, perchè in rivelazione eterodina il campo

viene rivelato senza una fase privilegiata.

Quando non c’è accordo tra la mappa di amplificazione e la POM del rivelatore

non è più possibile recuperare totalmente l’informazione persa, nemmeno per

guadagni infiniti. Questo succede, ad esempio, quando un amplificatore phase

insensitive (5.62) viene inserito in un canale squeezed con rivelazione omodina.

In tal caso l’amplificatore è descritto dall’equazione di Ornstein-Uhlenbeck (5.29),

e il coefficiente di diffusione 1
2
Ds viene valutato per s = 1 − η−1, come risultato

della proiezione marginale della POM (5.18). Il coefficiente di diffusione assume

la forma

D1−η−1 = A+
1

2
η−1(B − A) . (5.69)

Per η = 1 quindi D0 = 1
2
(A + B) > 0, e l’amplificatore non è più ideale. Per

η < 1 il coefficiente di diffusione diventa negativo quando A− B > 2ηA, e l’am-

plificatore è quindi in grado di migliorare il rapporto segnale-rumore soltanto per

valori di efficienza quantica pari alla metà dei corrispondenti valori in rivelazione

eterodina.

Anche se per η < 1
2

l’amplificatore può ridurre il rapporto segnale-rumore, non

può comunque recuperare totalmente l’informazione perduta. Infatti, dall’equa-

zione (5.56) si ottiene

I[Cx ◦ A ◦ D(η)
x ] =

1

2
log

[

1 +
4n̄(n̄+ 1)

(2n̄ + 1) 2A
B−A

(g−2 − 1) + (2n̄+ 1)η−1g−2 − 2n̄

]

(5.70)

che risulta sempre minore della capacità di canale (5.9) anche per η = 1, e nelle

condizioni migliori (B = 0) tende al valore I = 1
2
log(1 + 2n̄) per g → ∞.

Per migliorare le prestazioni dell’amplificatore in rivelazione omodina si può

modificare la master equation (5.62) come segue

∂tρt = 2
{

AD[a†] +BD[a]
}

ρt + C∗[a, [a, ρt]] + C[a†, [a†, ρt]] , (5.71)

con |C|2 ≤ AB.

La master equation (5.71) si può ottenere a partire da un amplificatore a mezzo

attivo o con un bagno di atomi “squeezed” oppure utilizzando tre livelli atomici,

tali che le transizioni tra il livello superiore e quello intermedio e tra il livello

intermedio e quello superiore siano entrambe in risonanza con il segnale entrante,

e preparando gli stati atomici in una sovrapposizione coerente tra il livello supe-

riore e quello inferiore [90]. Un’altra possibilità, che verrà analizzata in questo



5.5 Master equation per amplificatori lineari 109

paragrafo, è rappresentata dall’impiego di un amplificatore parametrico phase

insensitive lineare con l’idler b in uno stato termico “squeezed”. In quest’ultimo

caso, indicando con N e m̄s rispettivamente il numero di fotoni totali e il numero

di fotoni di squeezing del modo idler, si ottiene

A =
Γ

2
(N + 1) , B =

Γ

2
N , |C|2 =

Γ

4
[N(N + 1) − m̄(2m̄+ 1)] , (5.72)

dove m̄ indica in questo caso i soli fotoni termici. Il caso limite |C|2 = AB

corrisponde al modo idler nello stato di vuoto squeezed.

Dalla tabella 5.2 si vede che l’equazione di Ornstein-Uhlenbeck del dispositivo as-

sume la forma (5.29) con lo stesso coefficiente di driftQ = B−A dell’amplificatore

non squeezed, ma con coefficiente di diffusione

D1−η−1 = A+
1

2
η−1(B − A) + Re(C) , (5.73)

Per Re(C) < 0 l’effetto globale dello squeezing è una riduzione della diffusione:

per η = 1 e m̄ = 0 si ottiene

D0 =
Γ

16
N−1 +O(N−2) , (5.74)

e nel limite di squeezing infinito l’amplificatore diventa ideale per rivelazione

omodina. Inoltre, in questo limite per η < 1 il coefficiente di diffusione diventa

negativo D1−η−1 = Q
2
(η−1 − 1) e dalla (5.56) si ottiene

I[Cx ◦ A ◦ D(η)
x ] =

1

2
log

[

1 +
4n̄(n̄+ 1)

(2n̄+ 1)(η−1 − 1)g−2 + 1

]

= log(1 + 2n̄) +O(g−2) . (5.75)

La capacità del canale viene cos̀ı ripristinata.

Come conseguenza della non iniettività dell’integrazione marginale (5.18) esistono

diversi modi di ottenere un’amplificazione ideale in quadratura. Come abbiamo

visto nel paragrafo 2.6 anche l’amplificatore parametrico degenere con un modo

di pompa classico (PSA) è ideale per rivelazione omodina. Tale amplificatore

può essere ricondotto alla trattazione sviluppata in questo capitolo, in termini

di coefficienti di drift e di diffusione, ricordando che l’evoluzione temporale della

matrice densità è data da

ρ(t) = e−iHtρ0e
iHt , (5.76)
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con

H = i
k

2
(a2 − a†2) . (5.77)

Derivando rispetto al tempo la (5.76) si ricava la master equation

∂tρ = −i[H, ρ] . (5.78)

Utilizzando poi le corrispondenze della tabella 5.2 si ottiene un’equazione di

Ornstein-Uhlenbeck della forma (5.29) con Q = k e 1
2
D1−η−1 = Q

2
(η−1 − 1).

Per rivelazione ideale il coefficiente di diffusione è sempre nullo, indipendente-

mente dal valore del drift. Si ottiene quindi un amplificatore ideale per k < 0, e

un attenuatore ideale per k > 0.

5.6 Informazione mutua con perdite di linea

In questo paragrafo consideriamo il caso in cui lungo la linea di trasmissione è

presente un dispositivo lineare puramente passivo e vediamo come va inserito un

amplificatore per ottimizzare le prestazioni del canale. L’attenuatore lineare è

descritto dalla mappa L corrispondente all’equazione (5.62) con A = 0 e B =

Γ/2 ≡ γ. Analizziamo in particolare le prestazioni del canale coerente nelle

due diverse configurazioni mostrate in fig. 5.3, in cui un amplificatore phase

insensitive ideale (con A = T−1 log g e B = 0) è posto prima e dopo la perdita

rispettivamente.

C A
...........

D

C
...........

A D

Figura 5.3: Configurazioni di un canale di comunicazione quantistico: amplificatore-

perdita (in alto) e perdita-amplificatore (in basso).

In una configurazione di questo tipo, in cui i processi di amplificazione e di

perdita sono ben distinti spazialmente lungo la linea di trasmissione del segnale,
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non è più possibile utilizzare direttamente la (5.27). Analizziamo i due schemi

separatamente.

i) Amplificatore+perdita.

L’evoluzione della POM viene calcolata come segue

dPgγη[ρα](β) =
d2β

π

∫
d2z

π

1

(1 − η)η−1
(5.79)

exp

{

− |β − z|2
(1 − η)η−1

}

Tr
[

ραU
†
gU

†
γ |z〉〈z|UγUg

]

,

dove Ug e Uγ rappresentano gli operatori unitari (5.64) in presenza di pura am-

plificazione e pura perdita rispettivamente. Sfruttando la proprietà di ciclicità

dell’operazione di traccia si ottiene

dPgγη[ρα](β) =
d2β

πη−1[1 + ηγ(g2 − 1)]
exp

{

− |β − γ1/2gα|2
η−1[1 + ηγ(g2 − 1)]

}

, (5.80)

e

dPgγη[ρ̄](β) =
d2β

πη−1[1 + ηγ(g2 − 1) + ηγg2n̄]
× (5.81)

exp

{

− |β|2
η−1[1 + ηγ(g2 − 1) + ηγg2n̄]

}

.

Applicando la (5.5) si ottiene quindi la mutua informazione

I[Cα ◦ A ◦ L ◦ D(η)
α ] = log

[

1 +
n̄

1 + (1 − ηγ)/ηγg2

]

. (5.82)

Come si osserva dalla (5.82), un preamplificatore phase insensitive ideale nel

limite di guadagni infiniti riesce a compensare la perdita di informazione legata

sia alle inefficienze dei rivelatori sia all’attenuazione del segnale lungo la linea di

trasmissione e la capacità del canale viene ripristinata.

ii) Perdita+amplificatore.

Si procede in modo analogo al caso precedente, invertendo l’ordine di Ug e Uγ , e

si ottiene

dPγgη[ρα](β) =
d2β

πη−1[1 + η(g2 − 1)]
exp

{

− |β − γ1/2gα|2
η−1[1 + η(g2 − 1)]

}

, (5.83)
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e

dPγgη[ρ̄](β) =
d2β

πη−1[1 + η(g2 − 1) + ηγg2n̄]
× (5.84)

exp

{

− |β|2
η−1[1 + η(g2 − 1) + ηγg2n̄]

}

.

La mutua informazione in questo caso assume la forma

I[Cα ◦ L ◦ A ◦ D(η)
α ] = log

[

1 +
γn̄

1 + (1 − η)/ηg2

]

. (5.85)

Come si può osservare dalla (5.85), la mutua informazione aumenta all’aumentare

del guadagno fino a compensare totalmente gli effetti delle inefficienze allo stadio

di rivelazione. Non viene però mai raggiunta la capacità del canale, che è stata

irrimediabilmente degradata dalla presenza della perdita di linea. Per riuscire a

riportare il valore della mutua informazione alla capacità del canale in presenza

di perdite è necessario allora inserire l’amplificatore prima dell’attenuatore (cioè

come preamplificatore, analogamente a quanto visto nel paragrafo 2.7 a propo-

sito della figura di rumore). Si noti che però una configurazione di questo tipo

comporta un aumento di potenza lungo la linea e può risultare incompatibile coi

vincoli imposti dal canale stesso.

5.7 Amplificazione mediante feedback

Questo paragrafo è dedicato alla possibilità di progettare amplificatori lineari

ideali sfruttando di meccanismi di feedback, che consistono nel modificare i para-

metri di funzionamento del sistema in funzione dei risultati di opportune misure

(non demolitive) effettuate su di esso. Questo argomento è ancora oggetto di

studio e ci limitiamo quindi a un breve accenno. Consideriamo soltanto il caso di

rivelazione omodina, a partire dai risultati ottenuti da Wiseman e Milburn [75], i

quali hanno dimostrato che è possibile produrre squeezing utilizzando procedure

di feedback da misure quantistiche non demolitive all’interno della cavità. In

questo schema la cavità è supporto di un secondo modo b, accoppiato al modo di

segnale a attraverso l’Hamiltoniana di interazione

HI = χXaYb . (5.86)
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Queso secondo modo viene simultaneamente rivelato in quadratura (attraverso

una misura di Xb) con efficienza quantica ε. L’evoluzione legata al feedback è

della forma

∂tρt|fb = i
Λ

εχ
I(t− 0+)[Ya, ρt] , (5.87)

dove I(t−0+) rappresenta la fotocorrente rivelata immediatamente prima l’azione

di feedback. Nell’ipotesi che il modo b decada rapidamente verso lo stato di vuoto

(χ2/γ � 1), esso può essere eliminato adiabaticamente e si ottiene la seguente

master equation per la matrice densità ridotta del modo di segnale

∂tρt = Lρt +
Λ2

2h
D[Y ]ρt + ΓD[X]ρt + iΛ[Y, [Xρt + ρtX]] . (5.88)

Nella (5.88) L è dato dal secondo membro della (5.62), h = εΓ, Γ = χ2/γ, e γ è

il rate di decadimento del modo b. Dalla tabella 5.2 può ricavare un’equazione di

Ornstein-Uhlenbeck corrispondente alla master equation (5.88). Il termine con

D[Y ] dà luogo a un contributo Λ2

16h
al coefficiente di diffusione Ds; tale contributo

può essere reso arbitrariamente piccolo per h ∝ χ2 → ∞. Il termine con D[X]

invece, che descrive la misura non demolitiva di X, non produce effetti sulla POM

dµη(x). L’ultimo termine della (5.88) invece introduce un termine additivo Λ al

coefficiente di drift, e un termine Q
2
(η−1 − 1) al coefficiente di diffusione D1−η−1 .

Si può concludere allora che questo feedback intra-cavità, nei limiti di validità

dell’approssimazione adiabatica, per Λ < 0 può convertire un processo di per-

dita in uno di amplificazione, oppure migliorare le prestazioni dell’amplificatore

originario, con l’aggiunta di un termine ideale nell’equazione (5.29).

Il sistema appena descritto è caratterizzato da un feedback in accordo con il tipo

di rivelazione effettuata. Se non c’è questo accordo con la rivelazione le prestazioni

del dispositivo non possono essere migliorate. Ciò accade, per esempio, se vengono

scambiati i ruoli di X e Y nel sistema considerato.

L’efficacia del meccanismo di feedback è il risultato della competizione tra i termi-

ni forzanti e i termini di diffusione positivi dovuti a un’inevitabile introduzione di

rumore a causa delle misure effettuate prima del feedback: come viene sottolinea-

to in [76] il coefficiente di diffusione positivo viene raddoppiato quando la misura

è di tipo eterodina, perchè in tal caso si ha un’efficienza quantica effettiva 1/2,

dovuta alla misura congiunta di entrambe le quadrature (che non commutano)

[81].
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Conclusioni

In conclusione di questo lavoro di tesi riassumiamo brevemente i principali risul-

tati ottenuti.

Dopo aver richiamato i principi di funzionamento degli amplificatori lineari ed

aver messo in luce in particolare il ruolo del limite quantico alla figura di rumore

in rivelazione diretta, sono state analizzate in modo dettagliato le prestazioni di

processi parametrici trilineari totalmente quantistici come amplificatori e dupli-

catori di fotoni. Lo studio di Hamiltoniane quantistiche trilineari è motivato dal

fatto che corrispondono a dispositivi ottici di facile impiego e nello stesso tempo

rappresentano le più immediate approssimazioni alle Hamiltoniane di amplifica-

tori e duplicatori ideali nel numero di fotoni, le quali invece non corrispondono a

dispositivi facilmente realizzabili nella pratica. È stato dimostrato che i processi

di amplificazione e duplicazione in rivelazione diretta non sono particolarmente

efficienti e risultano meno convenienti rispetto all’uso dei comuni amplificatori

lineari di tipo phase sensitive o phase insensitive. Al contrario, sono risultati

decisamente efficaci i processi inversi di attenuazione e ricombinazione. L’origine

del rumore aggiunto in questi processi è legata al fatto che il modo di “pom-

pa quantistico” non viene mai convertito completamente nel modo amplificato

e dà luogo a fluttuazioni non nulle nel segnale in uscita. Questo meccanismo

gioca il ruolo analogo dell’emissione parametrica spontanea negli amplificatori

parametrici lineari.

I risultati ottenuti dall’analisi dei processi trilineari hanno portato alla conclusio-

ne che l’approssimazione considerata, che consiste essenzialmente nel trascurare

la dipendenza dall’intensità del segnale incidente nella costante di accoppiamen-

to che compare nell’Hamiltoniana di interazione, non è sufficientemente accurata

per avvicinarsi a comportamenti ideali. La forma della costante di accoppiamen-

to nelle Hamiltoniane ideali è tipica di sistemi atomici interagenti con il campo

115
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elettromagnetico in presenza di meccanismi di saturazione e ciò ha suggerito uno

studio approfondito del processo di amplificazione in presenza di effetti altamente

non lineari di saturazione.

L’analisi è stata condotta in un approccio basato su equazioni di Fokker-Planck,

particolarmente adatto a trattare sistemi in cui sono coinvolti segnali intensi in in-

gresso, che rappresenta il caso più frequente nelle applicazioni pratiche. L’elevato

grado di non linearità dei sistemi presi in esame e la necessità di studiare la dina-

mica nel transiente impediscono di risolvere il problema analiticamente. Inoltre,

per dimensioni maggiori di 1 i metodi numerici tradizionali di integrazione diret-

ta comportano un tale dispendio di tempo di calcolo che risultano praticamente

improponibili. È stato quindi sviluppato specificamente un metodo di simulazio-

ne Monte Carlo per descrivere l’evoluzione dinamica completa del sistema. Tale

metodo è particolarmente adatto all’analisi di sistemi multidimensionali e si è

rivelato particolarmente efficiente nel fornire previsioni con una statistica molto

affidabile.

L’applicazione del metodo Monte Carlo al caso di amplificatori saturabili ha mo-

strato come gli effetti di saturazione siano determinanti per superare il limite

quantico degli amplificatori lineari. È stato dimostrato in particolare che in un

regime intermedio di funzionamento, che è stato chiamato regime saturante, è

possibile ottenere figure di rumore molto vicine al limite ideale e comunque lar-

gamente inferiori al limite quantico, senza che il guadagno risulti eccessivamente

ridotto rispetto al caso lineare. L’origine di questo fenomeno è legata al fatto che

i meccanismi stessi di saturazione portano a una riduzione del rumore in uscita

associato all’amplificazione dell’emissione spontanea presente all’interno del si-

stema atomico, in quanto tagliano la coda ad alta intensità nella distribuzione di

probabilità del numero di fotoni.

Sono stati infine analizzati gli effetti dell’inserimento di un amplificatore lineare

in un canale di comunicazione quantistico non ideale, in presenza cioè di perdite

lungo la linea di trasmissione e inefficienze allo stadio di rivelazione. Sono stati

innanzitutto generalizzati i concetti di guadagno e figura di rumore al caso di

alfabeto di dimensione arbitraria e di rivelazione non efficiente, introducendo

nel caso di rivelazione eterodina la definizione di rumore associato a osservabili

complesse. È stato dimostrato in particolare che l’inserimento di un amplificatore

opportuno in presenza di rivelatori non ideali può portare a figure di rumore

minori dell’unità.

Si è mostrato inoltre che se un canale è ottimizzato in partenza, in assenza cioè
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di perdite di linea o di inefficienze nei fotocontatori e con una scelta appropriata

della codifica utilizzata in funzione del tipo di rivelazione adottato, esso funziona

già al limite della sua capacità e non c’è alcun bisogno di amplificare i segnali

trasmessi lungo la linea. L’inserimento di un amplificatore lineare invece è risul-

tato estremamente efficace nel caso in cui il canale di comunicazione non è ideale

(a causa di una corrispondenza imperfetta tra codifica e sistema di rivelazione,

di perdite di linea o di valori non unitari dell’efficienza quantica del rivelatore),

e nello stesso tempo la scelta del tipo di amplificatore viene effettuata in modo

appropriato in funzione del tipo di codifica del canale e del tipo di rivelazione

allo stadio finale. In queste condizioni, l’informazione mutua del canale viene

riportata al valore della capacità nel limite di guadagni infiniti. È stato infine

dimostrato che un amplificatore ideale in accordo con il tipo di rivelazione idea-

le è descritto da un’equazione di Fokker-Planck con il solo termine di drift, che

come tale non altera nè la figura di rumore nè l’informazione mutua del canale.

Quando non c’è accordo con il tipo di rivelatore, le condizioni di funzionamento

dell’amplificatore possono essere modificate opportunamente in modo da ridurre

il più possibile il coefficiente di diffusione e avvicinarsi cos̀ı al regime ideale, uti-

lizzando ad esempio un modo idler “squeezed” oppure introducendo meccanismi

di feedback in accordo con il tipo di rivelazione considerato.



Appendici

A.1 Stati coerenti e stati “squeezed” della ra-

diazione

Gli stati coerenti sono stati originariamente introdotti da Glauber per descrivere

l’alto grado di coerenza della luce laser. La coerenza ottica massima corrisponde

alla fattorizzazione a tutti gli ordini delle funzioni di Green normalmente ordinate

del campo elettrico e si ottiene quando lo stato della radiazione è un autostato

della componente a frequenza positiva del campo. Per un singolo modo del campo

corrispondente all’operatore di distruzione a, uno stato coerente |α〉 soddisfa

l’equazione agli autovalori

a|α〉 = α|α〉 , (A.1)

dove α è un numero complesso. Lo stato coerente |α〉 può essere ottenuto a

partire dallo stato di vuoto |0〉 come segue

|α〉 = D̂(α)|0〉 , (A.2)

dove l’operatore D̂(α) è definito

D̂(α) = exp
(

αa† − α∗a
)

. (A.3)

L’operatore D̂(α) è detto “di spostamento” perchè agisce sull’operatore a come

una traslazione

D̂†(α)aD̂(α) = a+ α . (A.4)

Si può verificare facilmente che gli stati coerenti sono stati a minima indetermi-

nazione per qualsiasi coppia di quadrature coniugate del campo, ovvero

〈∆a2
φ〉〈∆a2

φ+π/2〉 =
1

16
, (A.5)
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dove per definizione aφ = 1
2

(

ae−iφ + a†eiφ
)

. In particolare

〈∆a2
φ〉 =

1

4
, (A.6)

cioè le fluttuazioni del campo sono isotrope (indipendenti dalla fase). L’espres-

sione (A.6) è valida anche per lo stato di vuoto, sebbene i valori medi delle qua-

drature siano nulli: anch’esso è quindi sede di fluttuazioni quantistiche. Gli stati

coerenti hanno dunque le stesse fluttuazioni del vuoto, mentre il valore medio è

traslato come segue

〈aφ〉 = αφ =
1

2

(

αeiφ + α∗e−iφ
)

. (A.7)

La decomposizione degli stati coerenti sulla base degli stati numero è data da

|α〉 = D̂(α)|0〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑

n=0

αn√
n!
|n〉 , (A.8)

e la distribuzione di probabilità nella rappresentazione numero è la distribuzione

di Poisson

|〈n|α〉|2 = e−|α|2 |α|2n
n!

. (A.9)

Per uno stato coerente il valor medio e la varianza del numero di fotoni assumono

lo stesso valore

〈α|n̂|α〉 = 〈α|∆n̂2|α〉 = |α|2 . (A.10)

Per caratterizzare la distribuzione di probabilità nel numero di fotoni di uno stato

si introduce la quantità

F =
〈∆n̂2〉
〈n̂〉 , (A.11)

detta fattore di Fano. Per la distribuzione di Poisson si ha F = 1, mentre vengono

generalmente detti “subpoissoniani” gli stati con F < 1 e “superpoissoniani”

quelli con F > 1.

Gli stati squeezed sono anch’essi stati di minima indeterminazione, ma aniso-

tropi in fase, cioè hanno fluttuazioni in quadratura dipendenti dalla fase della

quadratura stessa

〈∆a2
φ〉〈∆a2

φ+π/2〉 =
1

16
,

〈∆a2
φ〉 = f(φ) . (A.12)
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Essi si costruiscono traslando lo stato di vuoto “squeezed”, ovvero lo stato con

〈a〉 = 0 (ma con valor medio di fotoni 〈n̂〉 > 0) e 〈∆a2
φ〉 = f(φ)

|α, ζ〉 = D̂(α)Ŝ(ζ)|0〉 . (A.13)

Nell’ eq. (A.13) Ŝ(ζ) indica l’operatore di squeezing

Ŝ(ζ) = exp
[
1

2

(

ζ(a†)2 − ζ∗a2
)]

. (A.14)

Tale operatore agisce sul distruttore a nel modo seguente

Ŝ†(ζ)aŜ(ζ) = µa+ νa† , (A.15)

dove

µ = cosh ρ , ν = eiψ sinh ρ , ζ = ρeiψ . (A.16)

Per esempio, per ζ = r ∈ R, r ≥ 0 si ha

〈a〉 = α

〈∆a2
0〉 =

1

4
|µ+ ν|2 =

1

4
e2r

〈∆a2
π/2〉 =

1

4
|µ− ν|2 =

1

4
e−2r . (A.17)

Dalla (A.17) è evidente come le fluttuazioni in quadratura vengano ridotte per

una quadratura e amplificate per quella coniugata rispetto alle fluttuazioni di uno

stato coerente, mentre il prodotto rimane quello di indeterminazione minima. Gli

stati squeezed hanno un numero medio di fotoni maggiore dello stato coerente da

cui sono stati ottenuti

〈n̂〉 = |α|2 + |ν|2 . (A.18)

I fotoni |ν|2 in eccesso rispetto allo stato coerente corrispondente sono detti fotoni

di squeezing. Le fluttuazioni risultano dipendenti dalla fase di ζ (detta anche

“direzione di squeezing”)

〈∆n̂2〉 = 2|µν|2 + |µα + να∗|2 . (A.19)

La distribuzione di probabilità del numero dunque, diversamente da quella degli

stati coerenti, non è in generale poissoniana.
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A.2 Funzioni di Wigner

Gli stati coerenti sono un insieme non ortogonale “over-completo” di stati, per i

quali vale la relazione

∫

C

d2α

π
|α〉〈α| = 1̂ . (A.20)

Una conseguenza interessante di questa proprietà è che qualsiasi operatore può

essere rappresentato in modo completo dagli elementi di matrice diagonali tra

stati coerenti. La funzione seguente genera infatti tutti gli elementi di matrice

dell’operatore considerato nella rappresentazione numero

〈α|Ô|α〉 exp |α|2 =
∞∑

n,m=0

α∗mαn√
m!n!

〈m|Ô|n〉 . (A.21)

Un’altra conseguenza dell’over-completezza degli stati coerenti è la possibilità di

poter realizzare rappresentazioni coerenti della matrice densità non equivalenti tra

loro. Ad esempio, per un generico stato quantistico della radiazione la matrice

densità può essere scritta come decomposizione sugli stati coerenti nel modo

seguente

ρ̂ =
∫

d2αP (α, α∗)|α〉〈α| , (A.22)

dove P (α, α∗) è detta funzione di Glauber-Sudarshan o semplicemente funzione

P e
∫

d2αP (α, α∗) = 1 . (A.23)

La funzione P non è in generale definita positiva, ma è una quasi-probabilità.

Per stati coerenti è una funzione delta di Dirac, mentre per stati numero è una

sovrapposizione di derivate della funzione delta. Gli stati che hanno una rap-

presentazione P singolare, come ad esempio gli stati numero, sono comunemente

chiamati non classici.

La funzione di Husimi (o funzione Q), definita come segue

Q(α, α∗) = 〈α|ρ̂|α〉 (A.24)

è invece definita positiva ed è anch’essa normalizzata

∫ d2α

π
Q(α, α∗) = 1 . (A.25)
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Essa rappresenta pertanto una vera distribuzione di probabilità. Non può co-

munque essere interpretata come probabilità che il sistema si trovi nello stato

coerente |α〉, perchè gli stati coerenti non sono ortogonali.

Le funzioni P e Q sono generatrici dei momenti ordinati in modo normale e

anti-normale rispettivamente, ovvero

Tr
(

ρ̂a†nam
)

=
∫

P (α, α∗)α∗nαmd2α , (A.26)

Tr
(

ρ̂ama†n
)

=
∫

Q(α, α∗)α∗nαm
d2α

π
. (A.27)

Si possono definire più in generale delle quasi-probabilità (funzioni di Wigner)

nel modo seguente

Ws(α, α
∗) =

∫

Xs(λ, λ
∗) exp (αλ∗ − α∗λ)

d2λ

π
, (A.28)

trasformate di Fourier della funzione caratteristica

Xs(λ, λ
∗) = Tr

[

ρ̂ exp
(

λa† − λ∗a
)]

exp
(

1

2
s|λ|2

)

. (A.29)

La (A.29) è funzione generatrice dei momenti s-ordinati

Tr
[

ρ̂
{

a†nam
}

s

]

=
∂n

∂λn
∂m

∂(−λ∗)m
∣
∣
∣
∣
∣
λ=0

Xs(λ, λ
∗)

=
∫

Ws(α, α
∗)α∗nαm

d2α

π
. (A.30)

Le funzioni P e Q si ottengono come casi particolari della (A.28), infatti

W1(α, α
∗) = πP (α, α∗) , W−1(α, α

∗) = Q(α, α∗) . (A.31)

Il caso relativo ad s = 0 corrisponde invece alla funzione generatrice dei prodotti

simmetrizzati. In tal caso la distribuzione di probabilità W0(α, α
∗) è definita

positiva soltanto per stati coerenti e squeezed e assume forma gaussiana.

Per passare da un’equazione operatoriale di evoluzione per la matrice densità

(master equation) a un’equazione di evoluzione per le distribuzioni di probabilità

Ws(α, α
∗) è sufficiente tener presente le seguenti relazioni

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ
=

[
1

2
(s− 1)λ∗ + a†

]

Ds(λ, λ
∗) , (A.32)

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ∗
=

[
1

2
(s+ 1)λ− a

]

Ds(λ, λ
∗) , (A.33)

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ
= Ds(λ, λ

∗)
[
1

2
(s+ 1)λ+ a†

]

, (A.34)

∂Ds(λ, λ
∗)

∂λ∗
= Ds(λ, λ

∗)
[
1

2
(s− 1)λ− a

]

, (A.35)
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dove

Ds(λ, λ
∗) ≡ exp

(

λa† − λ∗a+
1

2
s|λ|2

)

. (A.36)

Tenendo presenti le definizioni (A.28) e (A.29), si ottengono facilmente le regole

di moltiplicazione date in Tab. 5.1 del capitolo 5.

A.3 Rivelazione omodina

-

6

-

6

a

b (LO)

c

d

Î1 ∝ c†c

Î2 ∝ d†d

ÎD = Î1 − Î2

Figura A.1: Schema di un rivelatore omodina.

Un rivelatore omodina, mostrato in figura A.1, è costituito essenzialmente da

un beam splitter bilanciato (con trasmissività pari a 1/2) e due fotorivelatori. I

due modi incidenti all’ingresso del beam splitter sono il modo di segnale a e un

oscillatore locale intenso b alla stessa frequenza del modo a, che può essere trat-

tato classicamente. Allo stadio finale viene misurata la differenza tra le correnti

elettriche rivelate dai due fotocontatori, ovvero

ÎD = c†c− d†d . (A.37)

Utilizzando le relazioni di trasformazione dei campi per un beam splitter, date

nel paragrafo 2.3, la corrente differenza ID assume la forma

ÎD = a†b + b†a . (A.38)
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Tenendo presente che l’oscillatore locale si trova in uno stato coerente |z〉 molto

eccitato il valor medio è dato da

〈ÎD〉 = z〈a†〉 + z∗〈a〉 , (A.39)

dove z = |z|eiφ e φ rappresenta lo sfasamento rispetto al modo a. Si può calcolare

la corrente ridotta

î = lim
|z|→∞

(2|z|)−1ÎD , (A.40)

il cui valore medio e le corrispondenti fluttuazioni sono dati da

〈̂i〉 =
1

2
〈a†e−iφ + aeiφ〉 ≡ 〈aφ〉 (A.41)

〈∆î2〉 = 〈∆a2
φ〉 + O(|z|−2) . (A.42)

Misurando tale corrente si misura allora la quadratura del campo.

A.4 Rivelazione eterodina

-

6

-
6

-

-

ÊS

ÊLO

ÊOUT

cos(ωIF t)

sin(ωIF t)

ŷc

ŷs

Figura A.2: Schema di un rivelatore eterodina.

Lo schema di un rivelatore eterodina è mostrato in figura A.2 e misura l’am-

piezza complessa del campo incidente ÊS attraverso la misura di due quadrature

coniugate. Il fotocontatore in uscita misura la corrente

ÎOUT (ωIF ) =
∫ ∞

−∞
dωÊ

(−)

OUT (ω + ωIF ) · Ê(+)

OUT (ω) (A.43)
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alla frequenza ωIF = ωS − ω0, dove ωS e ω0 rappresentano le frequenze del modo

di segnale da misurare e dell’oscillatore locale rispettivamente. Nella (A.43) Ê
(+)

ed Ê
(−)

rappresentano le componenti del campo elettrico a frequenza positiva e

negativa rispettivamente.

Il campo all’uscita del beam splitter è dato dalla relazione

Ê
(+)

OUT = η1/2Ê
(+)

S + (1 − η)1/2Ê
(+)

LO , (A.44)

e le componenti dei campi che contribuiscono nel calcolo della (A.43) sono

Ê
(+)

S (t) ∝ ase
i(ω0+ωIF )t + aie

i(ω0−ωIF )t (A.45)

Ê
(+)

LO (t) ∝ ble
iω0t + bie

i(ω0−ωIF )t + bse
i(ω0+ωIF )t , (A.46)

dove gli indici is, i, b indicano le componenti del campo alla frequenza di segnale

(ωS), alla frequenza “immagine” (ω0−ωIF ) e alla frequenza dell’oscillatore locale

(ω0). Tenendo presente che bl si trova in uno stato coerente |z〉 molto eccitato e

che 〈ai〉 = 〈bi〉 = 〈bs〉 = 0, si calcola la corrente ridotta

î = lim
η→1,|z|→∞,γ=cost.

γ−1ÎOUT (ωIF ) (A.47)

con

γ = η1/2(1 − η)1/2|z| . (A.48)

Le componenti “seno” e “coseno” di tale corrente sono date da

îc = Rêi =
∫ ∞

−∞
dt̂i(t) cosωt =

1

2

(

î+ î†
)

(A.49)

îs = Imî = −
∫ ∞

−∞
dt̂i(t) sinωt =

1

2i

(

î− î†
)

(A.50)

e assumono la forma

〈̂ic〉 =
1

2
〈a†se−iφ + ase

iφ〉 ≡ 〈asφ〉 (A.51)

〈̂is〉 =
1

2i
〈a†se−iφ − ase

iφ〉 ≡ 〈asφ+π/2〉 (A.52)

〈∆î2c〉 = 〈∆a2
sφ〉 + 〈∆a2

iφ〉 (A.53)

〈∆î2s〉 = 〈∆a2
sφ+π/2〉 + 〈∆a2

iφ+π/2〉 . (A.54)

Il rivelatore eterodina misura perciò due quadrature coniugate del campo simul-

taneamente o, equivalentemente, misura l’ampiezza complessa del campo.
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